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Skroty i stowa kluczowe
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uktadzie ETRF-89),
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-POL),
GPS (ang. Global Positioning System),

elipsoida odniesienia (przyjmuje nazwe GRS-80 lub WGS-84 jak modele Ziemi w
systemie ITRS lub Krasowskiego - w systemie PULKOWO 42),

uktad wspotrzednych geograficznych geodezyjnych (krétko: geodezyjnych) BLH |,
uktad wspotrzednych kartezjanskich (geocentrycznych) XYZ,
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konwergencja (zbieznos¢ potudnikéw),
izolinie znieksztatlcen elementarnych,
elementarna skala pola, elementarne znieksztalcenie pola,

redukcje odwzorowawcze obserwaciji:
metody: empiryczna, analityczna, interpolacyjna,

transformacja Helmerta (przez podobienstwo), punkty dostosowania, punkty kon-
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korekta posttransformacyjna Hausbrandta,
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1. Uwagi porzagdkowe

1.1. Niniejsze opracowanie jest czescig fakultatywng instrukcji technicznych G-1 i
G-2. Obejmuje ono synteze matematycznych formut odwzorowawczych panst-
wowych uktadow wspotrzednych, czyli uktadéw odniesien przestrzennych dla kra-
jowych opracowan geodezyjnych lub kartograficznych. W stosunku do poprzed-
niego wydania analogicznych wytycznych technicznych G-1.10, gdzie zamiesz-
czono jedynie poprawki odwzorowawcze panstwowego uktadu ,1965”, obecna
edycja zawiera pelny zestaw wzoréw, zarowno dla ukladu ,1965”, jak tez dla
nowych uktadow wspotrzednych o symbolicznych nazwach ,1992” i ,20007,
bedacych odwzorowaniem elipsoidy GRS-80 (WGS-84). Podane beda réwniez
zasady transformacji wspotrzednych pomiedzy réznymi systemami elipsoidalnymi
(Krasowskiego, GRS-80) lub uktadami odwzorowawczymi elipsoid. Do kompletu
systemu odniesien przestrzennych, obok matematycznych ukladéw ptaskich
(odwzorowawczych) lub przestrzennych, wchodzi rowniez system wysokosci nor-
malnych.

1.2. Nowe uktady wspétrzednych dla obszaru Polski sg zgodne (powigzane poprzez
osnowy geodezyjne) z systemem europejskim ETRF-89, dla ktérego matematycz-
ng powierzchnig odniesienia jest powierzchnia elipsoidy GRS-80. Definicja zbioru
parametrow geometryczno-fizycznych opisujgcych Ziemie z 1979 r. znana pod
skrétem GRS-80 w stosunku do nowszej definicji WGS-84 nie rOznita sie istotnie w
okreSleniu parametréw geometrycznych elipsoidy, dlatego zamiast nazwy: elipsoi-
da GRS-80 notujemy tez rownowaznie: elipsoida WGS-84.

1.3. Ostatnio obowigzujace w Polsce uklady wspétrzednych (,19427, ,1965")
wywodzity sie z elipsoidy Krasowskiego, ktéra - jak wynika z poréwnan aktualnych
i archiwalnych informacji o osnowach geodezyjnych - nie ma potozenia geocen-
trycznego ani tez Scisle réwnolegto-osiowego z elipsoidg GRS-80. Przeliczenie
wspotrzednych z dowolnego uktadu odwzorowawczego elipsoidy Krasowskiego na
dowolny uktad odwzorowawczy elipsoidy GRS-80 wymaga wiec posredniego przej-
Scia transformacyjnego pomiedzy uktadami przestrzennymi (elipsoidalnymi) obu
elipsoid. Zagadnienia te sg rozwazane szczegotowo w rozdziale 3 niniejszych wyty-
cznych. Zestawienie charakterystycznych parametrow geometrycznych elipsoid
GRS-80 i Krasowskiego przedstawia tabela 1.1.

[Elipsoida Krasowskiego z punktem przytozenia do geoidy w Putkowie i lokalng orientacjg
astronomiczna zostata wprowadzona w Polsce w roku 1952 w miejsce poprzednio uzywanej
elipsoidy Bessela z punktem przytlozenia w Borowej Goérze. Stato sie to w wyniku decyzji o
ujednoliceniu systemu odniesien przestrzennych dla panstw b. bloku wschodniego. System
ten, ktérego elementem jest elipsoida Krasowskiego nazywamy tez PULKOWO 42. Data
»1942" wigze sie z wprowadzeniem systemu w b. Zwigzku Radzieckim.]

1.4. Zakres niniejszych wytycznych ogranicza sie do nastepujgcych rodzajow
uktadow wspoétrzednych (drukiem pogrubionym zapisujemy umowne - symboliczne
- nazwy tych ukfadow):

1.4.1. Uklad wspétrzednych geograficznych - geodezyjnych (krétko: geodezyjnych
lub elipsoidalnych) BLH (B- szerokosc, L - dtugos¢, H- wysokos¢) - rys. 1.1, przy
czym w szczegolnosci oznaczymy:



(BLH)g - dla elipsoidy GRS-80 (WGS-84 )
(BLH)k - dla elipsoidy Krasowskiego

Rys. 1.1. Wspotrzedne geodezyjne B,L,H i kartezjanskie - X,Y,Z

1.4.2. Uktad wspotrzednych kartezjanskich (prostokatnych) - elipsoidy odniesienia,
ti. odpowiednio:

(XYZ)g - dla elipsoidy GRS-80 (WGS-84)
(XYZ)k - dla elipsoidy Krasowskiego

Trojwymiarowe ukfady kartezjanskie majg znaczenie zwlaszcza przy numerycznym
opracowaniu sieci wektorowych GPS. Pomiedzy ukfadem kartezjanskim a geo-
dezyjnym danej elipsoidy zachodza zwigzki analityczne pozwalajgce na dokony-
wanie wzajemnie jednoznacznych przeliczen. Zwigzki pomiedzy uktadami
kartezjanskimi réznych elipsoid okre$la sie natomiast empirycznie w oparciu o
punkty dostosowania (punkty osnow geodezyjnych wyznaczone w rdznych
uktadach). Zagadnienia te sg przedmiotem rozdziatéw: 3, 4.

1.4.3. Nowy ukfad wspoirzednych ,1992” *), utworzony zostat w oparciu o jedno-
strefowe dla obszaru Polski odwzorowanie Gaussa-Krugera elipsoidy GRS-80 z
potudnikiem osiowym (Srodkowym) L0=19° i przy zatozeniu skali dtugosci na tym
potudniku (skali kurczenia) m0= 0.9993. Przyjeta skala dtugo$ci mOodwzorowania
Gaussa-Krugera ma na celu kompromisowe roztozenie liniowych znieksztatcen
odwzorowawczych, ktére wynosza od -70 cm/km na potudniku $Srodkowym do ok.
+90 cm/km w skrajnych, wschodnich obszarach Polski (rys. 1.2).

¥ Panstwowy Uktad Wspdlrzednych 1992. Gléwny Geodeta Kraju. Warszawa 1995. Mat. do uzytku
stuzbowego opracowane przez dr. Jerzego Balcerzaka.
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Rys. 1.2. Ukiad ,1992” - jednostrefowe odwzorowanie Gaussa-Krugera dla
obszaru Polski

1.4.4. Nowe uktady strefowe dla map wielkoskalowych **), oznaczone odpowied-
nio (rys. 1.3):

2000/15 2000/18 2000/21 2000/24

stanowigce odrebne odwzorowania Gaussa-Krugera w pasach 3°, z potudnikami
Srodkowymi 15°, 18°, 21° 24° z jednakowa skalg na tych potudnikach mO =

0.999923.

Rys.1.3. Uktady strefowe ,,2000”

Przyjeta skala mO na potudniku Srodkowym kazdej strefy oznacza, ze
znieksztatcenia odwzorowawcze dtugosci na tym potudniku wynoszg -7.7 cm/km.
Na styku sasiednich stref na obszarze Polski wynoszg one maksymalnie ok.
+7 cm/km.

=) Ekspertyza dotyczaca odwzorowania kartograficznego dla wielkoskalowych opracowan geo-
dezyjnych i kartograficznych w Polsce. Polska Akademia Nauk, Komitet Geodezji, Sekcja Sieci
Geodezyjnych. Opracowanie wykonane przez zesp6t pod kierunkiem prof. dr. hab. Wodzimierza Barana



1.4.5. Dawny panstwowy uktad wspotrzednych ,1942”, utworzony byt przez zas-
tosowanie odwzorowania Gaussa-Krugera elipsoidy Krasowskiego w pasach o sze-
rokosci 3° lub 6° (zaleznie od celu zastosowania - skali mapy) i przy zatozeniu
wiernego odwzorowania potudnika Srodkowego kazdej strefy, czyli ze skalg na
potudniku srodkowym mO= 1.0.

Uktad ten obowigzywat w Polsce od roku 1952, ale w stuzbie cywilnej tylko do
drugiej potowy lat 60., od kiedy zaczeto juz wprowadzac¢ nowy uktad ,1965".

Strefy uktadu ,1942”, jak réwniez zasada tworzenia wspoirzednych petnych, byty

analogiczne jak w obecnie wprowadzonym uktadzie ,2000". Zasadnicza rdznica
kryje sie wiec w wyborze elipsoidy odniesienia i skali mO na potudnikach S$rod-

kowych. Powstate uktady odwzorowawcze elipsoidy Krasowskiego (odpowiadajace
pasom 3° z potudnikami Srodkowymi: 15°, 18°, 21°, 24° o numerach: 5, 6, 7, 8)
oznaczymy odpowiednio:
1942/15 1942/18 1942/21 1942/24

Odwzorowania w pasach 3° stosowano dla map wielkoskalowych.

Odwzorowania w pasach Otworzyty w obszarze Polski dwie strefy z potudnikami
Srodkowymi 15° i 21°0 numerach 3 i 4 (rys. 1.4). Oznaczymy je odpowiednio
(podajac dodatkowo informacje o szerokosci pasa):

1942/15(6)  1942/21(6)

Odwzorowania tego typu stosowano dla map Srednioskalowych i drobnoskalowych.

Rys. 1.4. Uktad ,1942” w nasach 6°

1.4.6. Dotychczasowy uktad wspotrzednych ,1965” (bedacy m.in. podstawag tworze-
nia mapy zasadniczej kraju), podzielony na piec stref (rys. 1.5),

1965/1, 1965/2, 1965/3, 1965/4, 1965/5,
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stanowigcych odrebne odwzorowania powierzchni elipsoidy Krasowskiego. W stre-
fach 1- 4 zastosowano odwzorowanie quasi-stereograficzne (Roussilhe’a) ze skalg
w punkcie gtébwnym (skalg podobienstwa) mO = 0.9998, natomiast w strefie 5 -

modyfikowane odwzorowanie Gaussa-Krugera o skali na potudniku Srodkowym
mo= 0.999983.

1.4.7. Uktad wspétrzednych o symbolicznej nazwie
GUGIK-80
(rys. 1.6), bedacy jednostrefowym odwzorowaniem quasi-stereograficznym w

obszarze Polski. Uktad ten byt stosowany w Polsce dla map w skalach 1. 100 000
oraz 1: 500 000.

L. = 18°57'30”
m.= 0.999983

Rys. 1. 5. Podziat obszaru Polski na strefy uktadu ,1965”

Rys. 1.6. Uktad wspotrzednych GUGIK-80



1.4.8. System wysokosci normalnych Hn(wartosci geopotencjalne podzielone przez

przecietne wartosci przyspieszenia normalnego sity ciezkosci). Elementem syste-
mu wysokosci normalnych jest quasi-pozioma powierzchnia odniesienia (quasi-
-geoida), ktorg ze wzgledu na sposob okreslenia nazywamy w dalszym ciagu
geoidg niwelacyjna.

1.5. Inne, nie wymienione powyzej, lecz stosowane w praktyce uktady wspoirzed-
nych, definiowane na bazie réznych elipsoid odniesienia lub lokalnych ptaszczyzn
odniesienia, ze wzgledu na ich ograniczone zastosowania praktyczne, nie beda
przedmiotem szczego6towych zapiséw w niniejszych wytycznych technicznych.

Powyzsze uwagi dotyczg rowniez uktadéw oznaczanych: ,1942-83" i ,1965-86",
bazujgcych na wykonanym w latach 80. tgcznym wyrdéwnaniu osnéw podsta-
wowych panstw ,bloku wschodniego” (kampania JSAG). Zdefiniowane wowczas
odpowiednie modyfikacje ukladéw wspotrzednych mialy ograniczone zastosowania
praktyczne (wykonano m.in. opracowania dotyczgce granicy panstwowej). Wobec
przetomu politycznego 1989/90 i wczesniejszej ,rewolucji” technologicznej w zakre-
sie pomiaréw sieci i wyznaczania pozycji (GPS) zaniechano dalszych prac mo-
dernizacyjnych osnéw i ukladéw wspotrzednych opartych na elipsoidzie
Krasowskiego, przygotowujac polskie systemy odniesien przestrzennych do
potgczenia z jednolitym systemem europejskim (ETRF-89).

1.6. Zasady i formuty obliczeniowe ujete w niniejszych wytycznych sg przeznaczone
zarbwno do rozwigzywania zadan zwigzanych z opracowaniem o0snow geo-
dezyjnych (mierzonych klasycznie lub przy wykorzystaniu techniki GPS), jak réwniez
w zagadnieniach produkcji kartograficznej (np.: przeksztatcanie archiwalnych
zbiorow punktéw z uktadu ,1965” do ukladu ,2000”, przeksztatcanie zwektory-
zowanych obrazoéw map archiwalnych do uktadu ,2000”, faczenie miedzystrefowych
opracowan kartograficznych w jednolite opracowania numeryczne, miedzystrefowe
przeksztatcanie wspotrzednych punktow osnéw geodezyjnych iin.).

1.7. Wszelkie formuty obliczeniowe dotyczgce transformacji wspotrzednych powin-
ny byC realizowane w zasadzie przy wykorzystaniu techniki komputerowej, przy
czym aby zapobiec istotnym propagacjom btedéw rachunkowych (zaokraglen),
zmienne i funkcje rzeczywiste powinny by¢ deklarowane co najmniej jako 8-baj-
towe. Utworzone programy (procedury), przed ich zastosowaniem w procesach
produkcyjnych w geodezji powinny by¢ przetestowane na podstawie danych geo-
dezyjnych dostarczonych przez Centralny Osrodek Dokumentacji Geodezyjnej i
Kartograficznej GUGIK. Elementem kontroli wewnetrznej programu (procedury)
powinno by¢ sprawdzenie zgodnosci rezultatow dla transformacji ,wprost” i ,odwrot-
nych” lub zastosowanie algorytmow alternatywnych do kontrolnego obliczenia tych
samych wspoétrzednych. Podane w niniejszych wytycznych parametry liczbowe
formut odwzorowawczych gwarantujg (w obszarze Polski) dokladno$¢ numeryczng
znacznie wyzszg niz wymagania praktyczne wynikajace z doktadnosci pomiarow
geodezyjnych (btednoS¢ numeryczna w wymiarze liniowym nie powinna
przekracza¢ poziomu setnych czesci milimetra).
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Tabela 11

PARAMETRY GEOMETRYCZNE ELIPSOID

GRS-80 KRASOWSKIEGO

a4 r) 6378137.00000 6378245.00000

b 6356752.31414 6356863.01877....

f n 1: 298257222101 1: 298.3
[0.335281068118 E-02) (0.335232986926 E-02)

RO 6367449.14577 6367558.4960....

b/a 0.996647189319 0.996647670131

n 0.167922039463 E-02 0.167897918066 E-02

e 0.818191910428 E-01 0.818133340169 E-01

é 0.669438002290 E-02 0.669342162297 E-02

e' 0.820944381519 E-01 0.820885218206 E-01

ez 0.673949677548 E-02 0.673852541468 E-02

Objasnienia i uwagi:
(*) - parametry podstawowe
a, b - pélosie elipsoidy,
f = {a- b)la - sptaszczenie, b=a- f- a
RO - promien sfery o diugosci potudnika rownej diugosci potudnika elipsoidy
(promien sfery Lagrange®a),
b/a - stosunek potosi,
n=(a- b)/(at+b)- trzecie splaszczenie,
§ =(e?- tf)/a2 - kwadrat pierwszego mimosrodu elipsoidy,
e2={sf- tf)/b2 - kwadrat drugiego mimosrodu elipsoidy.

Wszystkie wielkosci wynikajg z parametrow wyjsciowych {a, f). Wyniki sg
zaokraglone na ostatniej pozycji w zapisie liczb.

Dla elipsoidy WGS-84 przyjeto sptaszczenie f = 1:298.257223 563, co powoduje, ze
pétos g elipsoidy jest 0 0.1 mm krétsza od pétosi elipsoidy GRS-80. Nie ma to istotnego
skutku praktycznego. Pétosie a obu elipsoid sg z zatozenia identyczne.
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2. Ogolny schemat bezposrednich przejsc¢ transformacyjnych
pomiedzy uktadami wspodtrzednych

2.1. Rys. 21 przedstawia bezposrednie przejscia transformacyjne pomiedzy
roznymi uktadami wspotrzednych, wymienionymi w p. 1.4. Dwukierunkowe strzafki
wskazuja, ze przejscie pomiedzy dwoma oznaczonymi ukladami moze sie dokony-
wac¢ w obu kierunkach, przy czym jedno z pary przejs¢ (wg umowy) nazywamy
transformacja ,wprost”, za$ przeciwne - transformacjg ,odwrotng”.

Elipsoida GRS-80 (WGS-84) Elipsoida Krasowskiego 42
(XYZ)g Ol (XYZ)k
2a 2b
7a v [7bd
(Hn|BL )G<J| (BLH)G (BLH )« I> (H, |BL)K
lal
6
UTM <m> (BL )g (BL)k <11
[8] u 1942/15
I A A 1942/18
| I 1942/21
v 1942/24
1992 GUGIK-80 1965/1
2000/15 1965/2 1942/15(6)
2000/18 Uktady 1965/3 1942/21(6)
2000/21 lokalne 1965/4
2000/24 1965/5

Rys. 2.1. Schemat bezposrednich przejs¢ transformacyjnych pomiedzy uktadami
wspotrzednych

[Objasnienia dodatkowe i uwagi:

» Podstawowe przejscia transformacyjne oznaczone sa strzatkami z przyporzadkowanym
pomocniczym numerem (identyfikatorem). Numer w nawiasie kwadratowym oznacza, ze
odpowiednia aplikacja nie jest w zasadzie przedmiotem niniejszych wytycznych, np. dla
uktadu UTM (ang. Universal Transverse Mercator projection).

» Pomiedzy uktadami odwzorowawczymi tej samej elipsoidy, a w szczegélnosci - pomiedzy
réznymi strefami tego samego uktadu, mozliwe jest wzajemne dwukierunkowe przejscie
transformacyjne za posrednictwem wspéitrzednych geodezyjnych B. L lub poprzez zas-
tosowanie bezposrednich przeksztatcenn konforemnych (np. przy wykorzystaniu wielomianéw
zespolonych). Dotyczy to przykladowo przejs¢é pomiedzy sasiednimi strefami uktadu ,,1965”.

» Pomiedzy uktadami odwzorowawczymi roznych elipsoid (np. pomiedzy uktadem ,1965” a
uktadem ,2000” mozliwe jest - wedlug zasad teoretycznych - przeliczenie wspotrzednych
przy posrednim przejsciu przez wspotrzedne elipsoidalne obu systeméw (wiecej uwag w tym
zakresie - w tresci wytycznych).
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» ¥ Uklady lokalne (zakladane w przesziosci dla duzych miast), definiowane byly przez
miejscowe ptaszczyzny odwzorowania Gaussa-Krugera z potudnikiem osiowym prze-
chodzacym przez srodek obszaru. Poziom odniesienia uktadu lokalnego przyjmowano na
podstawie ustalonego Sredniego poziomu nad poziom morza z zaokragleniem do wielokrot-
nosci 100 m. Nowe ukfady lokalne tworzono tak, aby wspotrzedne punktow byty wielkosScia-
mi dodatnimi. W przypadku gdy dla znacznej czeSci danego obszaru istniata przydatna
osnowa geodezyjna oraz pokrycie kartograficzne w dawnym, lokalnym uktadzie wspotrzed-
nych, wielko$ci wspohzednych x,y nowego uktadu lokalnego dostosowywano, z
zachowaniem izometrii, do wielkosci wsp6trzednych dawnego uktadu lokalnego (wykonujac
réwnolegte przesuniecie i obrét ptaszczyzny).

2.2. Programy komputerowe realizujgce konkretne odwzorowanie elipsoidy (np.
przejscia transformacyjne typu 3, 4, 5, 6), jako elementy geodezyjnych systemow
technologicznych, w petnym zakresie powinny obejmowac nastepujace zadania:

* przeksztalcenie wspotrzednych (odwzorowania ,wprost” i ,odwrotne”),

* wyznaczenie elementarnej skali liniowej lub wielkosci pochodnej: elemen-
tarnego znieksztatcenia liniowego (np. w cm/km),

[Poniewaz wszystkie wymienione uktady wspétrzednych charakteryzuja sie wiernokgtnoscia,
wiec elementarna skala liniowa nie zalezy od kierunku i dla danego punktu stanowi lokalng
charakterystyke znieksztatcenia odwzorowawczego (obszar ptaszczyzny uktadu odw-
zorowawczego moze by¢ charakteryzowany przyktadowo za pomocq izolinii znieksztatcen
liniowych.]

» wyznaczenie lokalnej zbieznosci potudnikéw (konwergenciji),

[Parametr ten umozliwia:

- w zakresie pomiarow i opracowan sieci geodezyjnych redukowanie azymutéw linii geo-
dezyjnych (np. pochodzacych z zasobéw archiwalnych obserwacji) lub bedacych wynikiem
opracowan wektoréw GPS,

- w zakresie numerycznych opracowan kartograficznych analityczng zmiane orientacji osi
znakéw umownych przy przeksztatcaniu obrazu mapy z jednego odwzorowania w inne.]

» redukcje odwzorowawcze miar obserwacji geodezyjnych lub okreslonych ele-
mentow geometrycznych elipsoidy (redukcje katowe, liniowe, polowe).

[Niezaleznie od cechy wiernokatnosci stosowanych odwzorowan redukcje katow (kierunkéw)
wynikajg z nieprostoliniowego odwzorowania na ptaszczyznie tukéw linii geodezyjnych -
szczegblty w tym zakresie ujete sg w rozdziatach dotyczgcych konkretnych odwzorowan.
Redukowanie miar obserwacji z elipsoidy na ptaszczyzne odwzorowania (poprzedzone ich
redukowaniem z fizycznej przestrzeni pomiarowej na geoide i elipsoide - zob. instrukcje tech-
niczne G1 i G-2), jest zawsze koniecznym etapem poprzedzajacym proces wyréwnania
poziomej sieci geodezyjnej. Komplet formut odwzorowawczych powinien wiec ,dostarczac
narzedzi” do realizacji tego zadania.]

2.3. Przeliczenie wspoirzednych pomiedzy dwoma dowolnymi uktadami
wymienionymi na rys. 21 powinno by¢ w zasadzie (zob. komentarz ponizej)
zlozeniem przeksztalcen elementarnych wskazanych przez symbole operacji.

*) tekst wprowadzony przez Departament Geodezji GUGIK
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[Poprzez analityczne lub numeryczne zlozenie operacji mozna oczywiscie uzyska¢ wzory
innych przejs¢ transformacyjnych, np. la (bezposrednie przeliczenie wspotrzednych geo-
dezyjnych pomiedzy elipsoidami). W niniejszych wytycznych ograniczamy sie do opisu
wskazanych na rys. 2.1 przejsé, traktowanych z natury rzeczy jako podstawowe (elemen-
tarne). Nie wyklucza to jednak stosowania w praktyce odpowiednich ztozeri analityczno-
-numerycznych, pod warunkiem ze w obszarze zastosowan spetnig odpowiednie wymagania
doktadnosci numerycznej - por. p. 1.7 niniejszych wytycznych.]

Przyktadowo, chcac przeliczy¢ wspotrzedne z uktadu ,1965” do uktadu ,2000”,
nalezy przejs¢ Sciezka obejmujaca kolejne operacje: 4, 2b, 1, 2a, 3, przy czym dla
poprawnego wykonania operacji 2b nalezy do wspotrzednych geodezyjnych B, L
(elipsoidy Krasowskiego) dotgczyC przynajmniej przyblizong informacje o wysokos-
ci elipsoidalnej H. Zatézmy, ze wysokosc ta zostata okreslona z pewnym btedem 6H
(rys. 2.2) i oszacujmy, jak wielce btad ten wplywa na transformowane wspoétrzedne
ptaskie. Z informacji o wzajemnym potozeniu elipsoid wynika, ze maksymalna
katowa rozwartos¢ normalnych (poprowadzonych z tego samego punktu na
powierzchni ziemi do obu elipsoid) ma warto$¢ rzedu 5”. Latwo wyliczamy, ze wpltyw
btedu wysokosci na przesuniecie ,poziome” punktu wynosi:

Or ~ OH ¢ c0"/206265, (2.1)

ti. ok. 0.24 mm na 70 m btedu wysokosci (i odpowiednio proporcjonalnie). Dla wielu
zadan geodezyjnych, za wyjgtkiem problematyki osnéw wyzszych klas (np. w zada-
niach przeksztatcen kartograficznych), wielkos¢ ta moze by¢ zaniedbywalna, nawet
takze wtedy, gdy sie zatozy, ze punkt transformowany lezy wprost na elipsoidzie
(H=0). Jednakze z wystarczajgca doktadnos$cig (przy wykonywaniu przeksztalcenia
2b) wysokos¢ elipsoidalng (tutaj wzgledem elipsoidy Krasowskiego) mozna by
zastgpi¢ wysokoscig normalng Hn, poniewaz elipsoida Krasowskiego i geoida
niwelacyjna (quasi-geoida) odchylajg sie wzajemnie co najwyzej o kilka metrow.
Popetlniany z tego tytulu bltagd numeryczny przeliczonych wspétrzednych ma
warto$¢ rzedu dziesigtych czesci milimetra.

Rys. 2.2. Wplyw bledu wysokos$ci na poziome przesuniecie punktu przy przejsciu
pomiedzy ukfadami elipsoidalnymi
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2.4. Operacja oznaczona na schemacie przez 7a (dla elipsoidy Krasowskiego 7b)
dotyczy przeliczenia wysokos$ci elipsoidalnej H na wysoko$¢ normalng Hn. W

zapisie przeksztatcenia odnotowano fakt, ze rd6znica pomiedzy wysokoscig elip-
soidalng a normalna, czyli odstep geoidy niwelacyjnej (quasi-geoidy) od elipsoidy
jest wielko$cig zalezng od potozenia poziomego, okreslonego przez wspoétrzedne
B, L (rys. 2.3):

H-Hn=?(B, L) (2.2)

Odstep ” zalezny od potozenia punktu (zamiast wspétrzednych B, L jako para-
metrow potozenia uzywa sie tez wspohzednych plaskich x, y) jest informacja
pozyskiwang z numerycznego modelu geoidy niwelacyjnej.

[Nalezy wyjasni¢, ze wprowadzenie do zastosowan odpowiedniego modelu numerycznego
geoidy niwelacyjnej jest kwestig odrebnej decyzji GUGIK. Zmiany w tym zakresie moga
wynika¢ z pozyskiwania i uwzgledniania nowych zbiorow informacji ulepszajgcych
doktadnosciowo aktualny modei geoidy. Numeryczny model geoidy niwelacyjnej moze by¢
realizowany praktycznie przez program komputerowy okreslajgcy wielko$¢ odstepu na pod-
stawie zadanych wspotrzednych geodezyjnych B,L Inng forma modelu moze by¢ dyskretny
zbiér punktéw geoidy rozmieszczonych w regularnej siatce kwadratoéw, np. 6 oczku 1’ x 1’
pokrywajacej obszar Polski. Odstepy w punktach posrednich znajdujemy wtedy droga inter-
polacji (zob. rozdziat 8 niniejszych wytycznych). Graficzng formg modelu geoidy moze by¢
mapa izolinii jednakowych odstepéw. Interpolacja graficzna staje sie tu sposobem pozyski-
wania odstepow dla punktow posrednich. Kazda z tych metod, zaleznie od zalozonej
rozdzielczosci modelu lub skali, charakteryzuje sie stosowng doktadnoscia (btednoscia), przy
czym na btednos¢ interpolacyjng naktada sie réwniez btedno$¢ samego modelu geoidy.]

Ze wzoru (2.2) wynika réwniez zalezno$¢ odwrotna, tzn. dysponujgc wielkoscig

odstepu y, mozemy przeliczy¢ wysokos¢ normalng danego punktu na odpowiada-
jaca wysokosc elipsoidalna.

elipsoida

Rys. 2.3. Odstep geoidy niwelacyjnej od elipsoidy jako funkcja potozenia
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3. Transformacja wspo6trzednych kartezjanskich pomiedzy
elipsoidami GRS-80 i Krasowskiego (operacja 1)

3.1. Operacja powyzsza, jak wynika z rysunku 2.1, wystepuje na $ciezce przejscia
z uktadu odwzorowawczego jednej elipsoidy do uktadu odw/zorowawczego drugiej
elipsoidy. Jest to transformacja trojwymiarowa przez podobiehnstwo, zdefiniowana
jednoznacznie przez 7 parametrow, tj. 3 skladowe przesuniecia wzajemnego $rod-
kow elipsoid, 3 katy obrotow osi jednego uktadu wzgledem drugiego oraz 1 para-
metr zmiany skali.

[ Konkretne wartosci parametréw transformaciji, ktére podane beda w niniejszym rozdziale,
zostaly wyznaczone w oparciu o punkty sieci POLREF posiadajgce wspoétrzedne zaréwno na
elipsoidzie GRS-80 (w systemie ETRF-89), jak tez na elipsoidzie Krasowskiego (w systemie
PULKOWO 42). Dokonano estymacji tych parametrow, stosujgc metode najmniejszych
kwadratéw. Obliczenia wykonano w roku 1997 w Centralnym Os$rodku Dokumentacii
Geodezyjnej i Kartograficznej GUGIK. W ten sposéb uzyskano niejako nowg definicje
lokalizacyjna elipsoidy Krasowskiego (jako juz elipsoidy lokalnej) wzgledem elipsoidy
GRS-80 (WGS-84) systemu ETRF-89. Doktadnos¢ okreslenia parametrow transformacii
wynika gtéwnie z btednosci pozycji wyznaczonych metodami klasycznymi (na elipsoidzie
Krasowskiego). Wprowadzenie parametru zmiany skali miato na celu lepsze wpasowanie
wspoiczesnie wyznaczanych (przy wykorzystaniu techniki GPS) zbioréw punktéw w
odpowiadajace punkty ,archiwalne” wyznaczone dawnymi (klasycznymi) metodami.]

Rys. 3.1. llustracja wzajemnego potozenia uktadéw kartezjanskich zwigzanych z
elipsoidami: GRS-80 i Krasowskiego

3.2. Transformacje wspétrzednych kartezjanskich, zwigzanych z elipsoidg GRS-80,
na odpowiadajgce wspotrzedne kartezjanskie, zwigzane z elipsoida Krasowskiego
(rys. 3.1), czyli przeksztatcenie:

(XYZ)G* (XYZ)K
mozemy zrealizowac praktycznie za pomoca prostej formuty liniowej:
Xk = +ch *XG+cl2e Yg+Cl3Z G+ TX

Yk=Yqg+°2l'Xg+c2 *Yg+c23'ZG+ Ty, (3.1)
ZK=2Zg + 03l ' XG+L;2 aVGfc33 *2G + Tz,
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ktora w notacji macierzowej ma postac:
Rk=Rg+C *Rg+T=(1+C) *RG+T 31a)

gdzie: | oznacza macierz jednostkowa; XK, YK, ZK- wynikowe wspotrzedne punk-
tu w uktadzie elipsoidy Krasowskiego; R”- wektor tych wspotrzednych; XG, YG, ZG

- dane wspoétrzedne kartezjanskie centryczne punktu w ukfadzie elipsoidy GRS-80,
jako skiadowe wektora RG Tx, Ty, Tz- sktadowe wektora T przesuniecia poczatku

uktadu GRS-80 wzgledem $rodka uktadu elipsoidy Krasowskiego; Gy (i, j =1,2,3)

- elementy macierzy C (sg one funkcjami 3 katow obrotow wokot osi oraz parametru
zmiany skali).

Parametry transformaciji (3.1) (estymowane w oparciu o dane wspotrzedne punktow
POLREF na obu elipsoidach) sg nastepujace:

Tx = -33.4297 Ty = +146.5746 Tz = +76.2865 [m] 3.1b)
Cu = + 0.84076440 « 10'6 c12= + 4.08960694 « 10'6 c13= + 0.25613907 +10'6
Qi = ~4.08960650 * 106 C2 = + 0.84076292 « 10'6 c23 = - 1.73888787 *10'6

G =-0.25614618 « 10 6 c32= + 1.73888682 « 10'6 c33=+ 0.84077125 «10'6

[Przeksztatcenie uproszczone dla matych katow obrotéw (formuta Bursy-Wolfa): Formute (3.1)
mozna sprowadzi¢ do postaci wykorzystujacej wartosci 7 definicyjnych parametrow transformacji kon-
foremnej: wspotczynnik zmiany skali 6m, katy obrotéw wokét osi ex, ey, sz oraz wykorzystywane juz 3
sktadowe wektora translacji Tx, Ty, Tz. Dla matych katdéw obrotéw (taki status przyjmuje sie zwykle w
rozwazanym zadaniu transformacji przestrzennej) formuta przeksztalcenia wspolrzednych przyjmie
postac:

1 ez -ey X" ~TX
=@+hm)- -ez 1 ex Y + Ty (3.2)
ey -£X 1 Z Tz

G

N < X

Warto$ci parametrow sg nastepujace:

6m = 0.8407728 + 10'6

ex = - 1.7388854  10'6[ rad] = -0.35867" I3 2an
ey = - 0.2561460 m10'6[ rad] = -0.05283"

ez = 4.0896031 m10-6[rad] = 0.84354"

(sktadowe Tx, Ty, Tz sg identyczne jak w (3.1b).]

3.3. Transformacje wspoétrzednych Kkartezjanskich elipsoidy Krasowskiego na
odpowiadajgce wspotrzedne kartezjanskie elipsoidy GRS-80, czyli przeksztatcenie
odwrotne:

(XYZ)k ~ (XYZ)g

realizujemy praktycznie za pomocg analogicznej do (3.1) formuty liniowej:
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Xg=X+djj ' X+dj2"' Y+di3*Z
YG=Y+d2l -+ X+d2 mY+ d23 «Z (3.3
Z9=Z+d3i -X +d32+ Y+d3B mZ,
lub w notacji macierzowej,
Rg=R+D *R=(+D) *R, (3.3a)
przy czym (z przeksztatcenia zaleznosci (3.1a)

R=R,-T. (3.3¢)

Z ostatniej zaleznos$ci wynika, ze za wspotrzedne X, Y, Z jako skladowe wektora R
podstawiamy:

X = XK - Tx
Y=YK-Ty
Z=2Zk-Tz,

Elementy macierzy D, wynikajace z zaleznosci (I + D) = (I + C)"1, otrzymujag
nastepujgce wartosci:

dn = -0.84078048 « W6 d12= - 4.08959962 « W6 d13= - 0.25614575 « 10*
d21 = + 4.08960007 « 1CI6 d22=- 0.84078196 106 d23 = + 1.73888389 « 10r6
d3l =+ 0.25613864 < 1(T6 d32=- 1.73888494 « 1CI6 d33= - 0.84077363 « W 6

[Dla podanych wartosci parametréw, ortogonalnos¢ macierzy | + D, podobnie jak ortogonal-
nos¢ macierzy | + C, zachodzi z precyzjg wyzszg niz wymagania praktyczne (btad nieortogo-
nalnosci objawia sie nieistotnym btedem przesuniecia punktu rzedu 10'6 m.]

3.4. Jesli Qg jest macierzg kowariancyjng wektora wspoétrzednych RG (na przykiad

jako wspotrzednych otrzymanych z wyrownania sieci wektorowej GPS), to w wyniku
przeksztatcenia (3.1), ale przy zatozeniu bezbtednosci parametréw transformacii
zachodzi przyblizona réwno$¢ QG ~ Qk>gdzie Cl« jest macierzg kowariancyjna
wektora RK

[Powyzsza przyblizona rownos¢ wynika wiec wytgcznie z propagacji btednosci wspotrzed-
nych pierwotnych i nie obejmuje wpltywu btednosci samych parametréw przeksztatcenia
(3.1). Taka interpretacja ma znaczenie w ocenie doktadnosci wewnetrznej sieci wektorowych
GPS, transformowanych na przyktad do uktadu ,1965" (dokltadnos¢ ta pozostaje niezmien-
na). Tak wiec transformacje (3.1) o konkretnych parametrach liczbowych, obowigzujaca dla
calego obszaru Polski, pomimo jej empirycznej (estymacyjnej) genezy, traktujemy jako arbi-
tralng formute matematyczng. Jej ,adekwatno$¢” w stosunku do archiwalnych wspotrzed-
nych punktow w ukladzie ,1965” ujawni sie dopiero na etapie ,wpasowania” sieci GPS do
punktow dostosowania w tym ukltadzie.]
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TEST KONTROLNY TRANSFORMACJI WSPOLRZEDNYCH
KARTEZJANSKICH - GEOCENTRYCZNYCH POMIEDZY
UKLADAMI ELIPSOID: GRS-80 i KRASOWSKIEGO

Dane wspoétrzedne X,Y,Z w uktadzie elipsoidy GRS-80

ogrwWN R Z

X
3934651.0000
3687749.0000
3680670.0000
3569564.0000
3404844.0000

Y
1092101.0000
1619518.0000
1284895.0000
1005907.0000
1504359.0000

4883731.0000
4929337.0000
5031331.0000
5171785.0000
5161940.0000

(punkty wybrane z catego obszaru Polski)

Wspotrzedne X,Y,Z po transformacji do uktadu elipsoidy KRASOWSKIEGO:

Nr

OB WN PR

X
3934626.59559263
3687726.55661592
3680646.20831226
3569539.00992278
3404820.90738314

Y
1092223.90936313
1619642.28322409
1285018.85347967
1006030.82906297
1504483.93890226

Kontrolny powr6t do X,Y,Z - GRS-80

G d>»WDN R

X
3934651.00000001
3687749.00000001
3680670.00000002
3569564.00000001
3404844.00000001

Uwagi:
 .Nadwymiarowa” ilo$¢ cyfr ukazuje jedynie poziom btedu numerycznego.
m\Wszelkie state i zmienne rzeczywiste byly zapisywane na dtugosci 8 bajtow

Y
1092100.99999997
1619517.99999997
1284894.99999997
1005906.99999997
1504358.99999996

Btad numeryczny: | e \ < 10'7 [m]

4
4883812.28379483
4929419.30250052
5031412.80819587
5171866.46961638
5162022.37028300

z
4883731.00000002
4929337.00000003
5031331.00000002
5171785.00000002
5161940.00000003

21



Wspoirzedne X,Y,Z po transformacji do uktadu elipsoidy KRASOWSKIEGO:

22

[podane zbiory wspoétrzednych stanowig alternatywng (dyskretng) informacje

TEST DOKUMENTACYJNY

DLA 11 PUNKTOW SIECI EUREF-POL

0 potozeniu elipsoidy KRASOWSKIEGO wzgledem GRS-80]

Dane wspotrzedne X,Y,Z w uktadzie elipsoidy GRS-80

Nr

216
217
301
302
303
304
306
307
308
309
310

Nr

216
217
301
302
303
304
306
307
308
309
310

X
3738397.180
3633815.667
3495579.623
3524523.267
3475730.662
3635006.809
3664940.623
3846614.367
3803542.932
3717652.591
3866100.293

X
3738372.87572
3633792.29725
3495555.19686
3524499.55247
3475707.41462
3634982.04537
3664917.32068
3846589.96262
3803519.49279
3717630.18078
3866077.40501

Y
1148285.751
1397453.930
1157845.533
1329693.458
1453976.538
1051224.494
1409153.720
1106083.899
1352681.133
1622948.940
1479953.023

Z
5021752.207
5035280.798
5190403.614
5129846.189
5129448.807
5117503.217
5009571.367
4949572.478
4921845.791
4905872.913
4836446.401

Y

1148409.27020
1397578.06286
1157969.76000
1329817.81642
1454101.20114
1051348.18792
1409277.78012
1106207.06566
1352804.73135
1623073.14462
1480076.62102

Z
5021833.75481
5035362.81725
5190485.38243
5129928.19792
5129531.04420
5117584.70302
5009653.37700
4949653.86402
4921927.59354
4905955.19408
4836528.33703



4. Przeliczenie wspotrzednych geodezyjnych B,L,H na
wspoétrzedne kartezjanskie X,Y,Z oraz zadanie odwrotne
(operacje 2a lub 2b)

4.1. Do przeliczania wspoétrzednych geodezyjnych B, L, H na wspoéitrzedne kartez-
janskie X, Y, Z dla tej samej elipsoidy odniesienia stosujemy nastepujgce formuty:

X =(Rn+H) «cos (B) *cos (L) =rP «cos(L)
Y =(Rn+H) ¢cos (B) *sin (L) =rP «sin(L) (4.1)

Z=[RN"'(1-&) +H] esin(B)
gdzie:
Rn - promien krzywizny przekroju w pierwszym wertykale wyrazony wzorem:
Rn=a/[ 1-e2-+sin2(B)] 12 4.2

e2 = (a2-b2)/a?2- kwadrat pierwszego mimosrodu elipsoidy, (4.2a)
a, b - pdétosie elipsoidy.

Rys. 4.1. Elementy geometryczne przekroju potudnikowego elipsoidy odniesienia

Wielkos¢ pomocnicza rp (odlegtos¢ punktu od osi obrotu elipsoidy) spetnia
uzyteczne w algorytmach obliczeniowych zaleznosSci (rys. 4.1):

rP=(X2+ Y2)"2={Rn + H) *cos (B) =r+ Ar, 4.3)

[X =rP ecos{L), Y=rP msin(L) ],
gdzie:
r = Rn ¢ cos(B) - promien réwnoleznika elipsoidy (4.3a)
dla danej szerokosci B,
Ar =H < cos (B) (4.3b)

Podobnie mozemy zapisac:
Z=z+Az, (4.4)

gdzie:
Z=Rn *sin(B) -0, (4.4a)
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d = Rn ¢ e2 ¢ sin (B) - dlugos¢ odcinka osi obrotu elipsoidy (4.4b)
od jej srodka do punktu przeciecia z normalna,

Az = H - cos (B) (4.4c)
Parametry a, b, e dla elipsoid GRS-80 i Krasowskiego sa podane w tabeli 1.1.

4.2. Przeliczenie wspotrzednych kartezjanskich X,Y,Z na odpowiadajgce
wspoitrzedne geodezyjne B,L,H, czyli zadanie odwrotne do (4.1) realizujemy zwyk-
le przy wykorzystaniu metod iteracyjnych (kolejnych przyblizen). Istnieje jednak
wiele alternatywnych sposobdéw rozwigzania tego zadania, ktére mozna znalez¢ w
podrecznikach geodezji. Zilustrujemy przyktadowo sposob polegajacy na wyz-
naczeniu w pierwszej kolejnosci promienia rownoleznikowego r przy wykorzystaniu
szybkiej procedury iteracyjnej Newtona:

Ze zwigzkéw (4.1) otrzymuje sie tatwo rdéwnanie na szukany promien
rownoleznikowy r.

F(r) = wlt) "c(r) -Z sr eb/a=0, (4.5)
gdzie przyjeto nastepujgce pomocnicze funkcje:

w(i) =(a -r) «{a+7r) (4.5a)
c(f)y =rP-e2 or (4.5b)

Do rozwigzania powyzszego rownania stosujemy droge kolejnych przyblizen (iteracji).

Jako przyblizenie poczatkowe (startowe) rOdla szukanego promienia /“przyjmujemy
wartosc¢ rp obliczong ze wzoru (4.3) (zakladamy chwilowe uproszczenie: H=0):

ro=rP=[X2+ Y2) 12 (4.6)
Kolejne przyblizenia r+, r2, r3, ... wyznaczamy przy wykorzystaniu formuty Newtona'.

rktl=rk-F(rk "[F(rK]'J 4.7)
(k = 0,22, ... - wskaznik iteracji)

gdzie F’(r) jest pochodng funkcji F(r) wyrazajgcg sie wzorem:
F()=-Z sb/la-e2-wr) -r *c(r) /w(i) (4.8)

Iteracje zatrzymujemy, jesli warto$¢ bezwgledna réznicy ostatnich przyblizen nie
przekracza pewnego zatozonego btedu numerycznego e : \ rk¥l - rk \ < s . Jak
wykazujg testy numeryczne, btagd mniejszy od 0.00005 m uzyskuje sie juz po 1, 2
lub co najwyzej 3 iteracjach.

Koncowy etap obejmuje juz bezposrednie wyznaczenie wspétrzednych geo-
dezyjnych B, L, H przy zastosowaniu wzorow (wspotrzedne B, L bedg wyrazone w
sekundach stopniowych):



B"=[jd2 -arctg{ b mr/{a mw{r)}] *p” (4.9)
[ze znakiem ujemnym dla Z < (]
L = arc cos (X/rP) mp "= arc sin (Y/rP) sp " (4.10)

p" = 648000/ 3.141592653589793 = 206264.8062470964
(uwaga na ilo$¢ cyfr znaczacych),

H=(Ar2+Az2) 12wu(-1 jesli Ar<0lub Az <0) (4.11)
przy czym

Ar=rP-r=(X2+ Y2)12-r, (4.12)

Az=Z-z=Z-b +w(r)/a (4.13)

Przyktad przeliczenia (BLH) = (XYZ)
I transformacji odwrotnej dla elipsoidy GRS-80

Dane:
B =52°24'57.7895" L= 19° 14'37.4375" H = 200.0000 m

Obliczone wspétrzedne kartezjanskie-geocentryczne:
X =3680670.2508737 Y = 1284895.8967929 Z =5031331.0084728

Przeliczenie odwrotne (iteracyjne)

Iteracja F(r) F'(n r

0 (wart. poczatk.) 3898498.552168757

1 -980607473.5048237 -8038852.820382185 3898376.568659989

2 -9034.2217541 -8038704.699748515 3898376.567536148

3 0.0004082  -8038704.698383911 3898376.567536148 (stop).

Wyniki powrotu:
B =52°24'57.78950000" L = 19014’37.43750000” H =200.00000000 m
oszacowanie btedu numerycznego:
le/< 0.000000005" /e/< 0.000000005" /e /< 0.000000005m
Inna, znana metoda polega na rozwigzaniu w pierwszej kolejnosci rownania ze
wzgledu na szerokos¢ geodezyjng B:
tg(B) = (Z+0) /1P (4.14)

gdzie wielkos¢ 6 jako funkcja B jest wyrazona wzorem (4.4b) (formuta iteracyjna ma
postac:
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Bk+tl = arc tg[ {Z +06K / rP] , k = O,1,2, (4.148)

przy czym: 6k=a ee *ckA1l- cf) 12, ck = e- sin (BK. Przyblizenie poczatkowe BO
wyznaczamy przy zatozeniu € = 0. W etapie koncowym obliczamy L i H (jak
poprzednio).

TEST KONTROLNY PRZELICZENIA WSPOtLRZEDNYCH
GEODEZYJNYCH B,L,H NA WSPOLRZEDNE KARTEZJANSKIE
X, Y, Z ORAZ ZADANIE ODWROTNE
DLA ZBIORU PUNKTOW

Dane wspotrzedne geodezyjne w ukiadzie elipsoidy GRS-80:

Nr B L H

° i \Y, ° ( ft [m ]
1 50 17 22.1233 15 30 45.0856 400.0000
2 50 56 11.8546 23 42 33.2564 300.0000
3 52 24 57.7895 19 14 37.4375 200.0000
4 54 32 18.4326 15 44 16.4322 50.0000
5 54 23 10.6577 23 50 14.0751 50.0000

Przeliczone wspéirzedne kartezjanskie (GRS-80)

Nr X Y Z [m]
1 3934651.339208 1092101.630266 4883731.630968
2 3687749.750712 1619518.167248 4929337.704360
3 3680670.250874 1284895.896793 5031331.008473
4 3569565.002333 1005907.552931 5171785.257732
5 3404844.289932 1504359.746720 5161940.507240

Kontrolny powr6t do wspéirzednych geodezyjnych

1 50 17 22.12330000 15 30 45.08560000 400.00000001
2 50 56 11.85460000 23 42 33.25640000 300.00000004
3 52 24 57.78950000 19 14 37.43750000 200.00000000
4 54 32 18.43260000 15 44 16.43220000 50.00000003
5 54 23 10.65770000 23 50 14.07510000 50.00000003
Uwaagi:

Charakterystyka btedu numerycznego we wspoétrzednych B,L:\e\ < 0.5 « 10'd"]
Btad obliczenia wysokosci je / < 0.5 «1Q7[ m ]

4.3. Propagacja btedéw Srednich przy przeliczaniu wspoétrzednych: Niech 3X,
0Y, 0Z oznaczajg rozniczkowe przyrosty wspotrzednych kartezjanskich geocen-
trycznych, zas 6u, 6v, 6 H odpowiadajace przyrosty: dtugosci tuku potudnika, dtugosci
luku réwnoleznika, wysokosci elipsoidalnej,

6u = (Rm+H) *0B ~ Rm ' 0B, 6v = (Rn+H) ¢cos(B) 6L~ RN ecos(B) *6L (4.15)
(3B, 6L - przyrosty rézniczkowe wspo6irzednych geodezyjnych).

26



Zachodza nastepujace zwigzki (w notacji macierzowej):

8K =S 6V lub bv = ST-5Y (4.16)
5Z SH S5H oZ

gdzie Sjest (3 x 3) macierzg ortonormalna;:

-sin(fi) cos(Z) -sin(L) cos{B) mxos(L)
S= -sin(£) sin(Z) cos{l) cos{B)esnZ) (S'1=ST) (4.17)
cos(B) 0 sin(B)

oraz - na podstawie (4.16) - stosowne zaleznosci pomiedzy odpowiadajgcymi
macierzami kowariancyjnymi wektorow wspoétrzednych:

QR=S +Qe+ST Qe=ST+QR*S (4.18)

gdzie: Q r jest macierza kowariancyjng wektora wspotrzednych kartezjanskich geo-
centrycznych, za$ Qe - macierza kowariancyjng wspotrzednych u, k H. Formuta
powyzsza pozwala okresli¢ biedy Srednie wspotrzednych wyznaczanych, gdy
znane sg btedy Srednie (lub pelna macierz kowariancyjna) wspoétrzednych danych.

[Na przekatnej macierzy kowariancyjnej wystepujg kwadraty btedéw srednich odpowiednich
wspotrzednych. Btedy Srednie wspéirzednych u, v stanowig réwnoczesnie przyblizone
wartosci btedow srednich wspoétrzednych na ptaszczyznie odwzorowawczej.]

Przyktad wyznaczenia macierzy kowariancyjnej Qc

Dane wspotrzedne kartezjanskie punktu w uktadzie elipsoidy GRS-80:
X= 3780028.2419 Y= 1564212.2723 Z = 4877254.9889
Dana macierz kowariancyjna

+0.1222E-04 +0.3388E-20 +0.0000E+00 Btedy Srednie
Qr = +0.3388E-20 +0.5153E-05 -0.2576E-05 M X A £
+0.0000E+00 -0.2576E-05 +0.2784E-04 0.0035 0.0023 0.0053

Obliczone wspotrzedne geodezyjne:
B =50° 12" 1.78831" L =22°28’48.88289" H =209.2623m

Obliczona macierz kowariancyjna wspétrzednych u, v, Hi bledy $rednie
+ 0.1898E-04 +0.0039E-04 +0.1350E-04 Btedy Srednie (w metrach)
+ 0.0039E-04 +0.0619E-04 - 0.0066E-04 Mu Mh
+ 0.1350E-04 -0.0066E-04 +0.1577E-04 0.0044 0.0025 0.0040
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5. Aplikacje odwzorowania Gaussa-Krugera do realizacji
uktadéw wspobirzednych: ,,1992”i ,,2000” oraz ukiadu ,,1942”

5.1. Zgodnie z informacjami podanymi w rozdziale 1 ukfady: ,1992”, ,2000” sg
oparte na odwzorowaniu Gaussa-Krugera elipsoidy GRS-80, natomiast ukiad
»,1942" - na analogicznym odwzorowaniu elipsoidy Krasowskiego. Istotng kwestig
proceduralng jest wiec matematyczna realizacja odwzorowania Gaussa-Krugera,
prowadzgca do wyznaczenia ptaskich wspoétrzednych kartezjanskich xGK, Ygk w

oparciu o wspobhzedne geodezyjne B,L, przy czym dla kompletnoSci
przeksztalcenia (transformacji) ,wprost” bedzie towarzyszy¢ zawsze
przeksztalcenie odwrotne, co zapiszemy w ogoélnosci:

(B, L) o (xXK yX)

Odcieta xGK\es\ mierzona wzgledem obrazu réwnika jako osi Oy ptaskiego ukfadu,
zas rzedna wzgledem obrazu potudnika Srodkowego jako osi 0x tegoz ukiadu.
Dlugos¢ geodezyjna potudnika $rodkowego, ktorg oznaczamy LO, stanowi wiec

parametr ,lokalizujgcy” odwzorowanie Gaussa-Krugera na danej elipsoidzie.
Parametry liczbowe formut odwzorowawczych beda zalezne réwniez od para-
metrow geometrycznych (definicyjnych) elipsoidy (a, b) lub (a, f) (por. tab. 1.1).
Konkretne aplikacje odwzorowania Gaussa-Krugera (jak np. w postaci ukladéw:
»,1992” | ,2000",,1942" ) beda juz zwigzane ze skalowaniem i przesunieciem ukfadu
wspoétrzednych x&K yG&K

Rys. 5.1. Ogo6lna zasada aplikacji odwzorowania Gaussa-Krugera

Wielkos¢ mO, zwana skalg na potudniku Srodkowym, petni rownoczesnie funkcje

skali podobienstwa konkretnej aplikacji wzgledem oryginalnego odwzorowania
Gaussa-Krugera.
Jesli mO< 1, to parametr ten ma na celu réwnomierne roziozenie (w interesujgcym

nas obszarze) bezwzglednych wartosci znieksztatcen liniowych odwzorowania.
Parametry przesuniecia uktadu wspotrzednych oznaczone x0, yO majg zasadniczo

dwa cele: w przypadku yOchodzi o to, by zapobiec wystepowaniu ujemnych wartos-
ci rzednych, za$ w przypadku obciecie duzych wartosci xGK (mierzonych od
obrazu réwnika) lub szczegdlne wyréznienie danej strefy ukladu. Podamy najpierw

28



parametry aplikacyjne odwzorowania dla konkretnych uktadéw wspotrzednych, a
nastepnie skupimy sie na samej technice odwzorowania Gaussa-Krugera.

5.1.1. Dla jednostrefowego uktadu ,1992", zgodnie z informacjami podanymi juz
w p. 1.4.3, obowigzuja nastepujgce formuty aplikacyjne:

Xige2 = mO mxGK+ x0, x0=-5 300 000 m,

Y192=mo 'Ygk+ Yo> Yo = 500 000 m
mO0 = 0.9993

przy czym odwzorowanie Gaussa-Krugera, wyznaczajgce x&X y & jest realizowa-
ne przy zatozeniu potudnika srodkowego LO = 19° na elipsoidzie GRS-80.

[Ze wzgledu na znaczne znieksztatcerpa liniowe, wynoszace ng potudniku Srodkowym
-70 cm/km oraz ponad +80 cm/km na skrajnych obszarach Polski, uktad ten ma zastoso-
wanie gtéwnie do prac geodezyjno-kartograficznych o znaczeniu ogélnokrajowym (osnowy
geodezyjne, mapy topograficzne w skalach 1:10 000 lub mniejszych).]

5.1.2. Uktad ,2000” jest ztozony z 4 stref, bedgcych odwzorowaniami Gaussa-
Krugera elipsoidy GRS-80 w pasach 3°, z potudnikami Srodkowymi (osiowymi):

15°, 18°, 21°, 24° (zob. rys.1.3) oraz jednakowg skalg na tych potudnikach mO =

0.999923. W poszczegolnych strefach oznaczonych odpowiednio: 2000/15,
2000/18, 2000/21, 2000/24, wspotrzedne petne (cechowane) okre$la sie analo-
gicznie jak w dawnym uktadzie ,1942” z podzialem na pasy 3°:

- wspotrzedna X2o000 réwna sie skalowanej odcietej xGK odwzorowania Gaussa-
-Krugera:

X2000 - mo 'xgk (mo= 0.999923)
- wspoétrzednag Y okresla sie wzorem (rys. 5.2):
Y2000 = ¢ ' 1000000 + mO «yGK + 500000 m (wspétrzedne cechowane)

gdzie c oznacza jednocyfrowg ceche strefy, okreSlong odpowiednio dla kolejnej
strefy jako liczba naturalna 5, 6, 7 lub 8 lub wzorem:

c=L0[ °] m3[ °] (cecha - indeks strefy)

gdzie LO[ °]- dtugosc¢ geodezyjna (w stopniach) potudnika Srodkowego strefy.
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Rys. 5.2. Wspoétrzedne petne w strefach uktadu ,2000”

5.1.3. Uktad ,1942”, zgodnie z ogélnymi informacjami podanymi juz w p. 1.4.5,,
obejmowat dwa niezalezne podsystemy odwzorowawcze:

» Dla map topograficznych zastosowano odwzorowanie Gaussa-Krugera w pasach

potudnikowych 6° (por. rys. 1.4). Przyjeto zatem 2 strefy odwzorowawcze z
potudnikami Srodkowymi 15°i 21°oraz skale na tych potudnikach m0= 1(bez zniek-

sztalcenia). Wspotrzedne peilne (cechowane) byly okresSlone wedtug zasady:

X 1942(6) = XGK (mo= 1)

Y19426) = ¢ " 1000 000 + Ygk +500 000
przy czym cecha ¢ = 3jesli LO= 15° ic =4 jesli LO= 21°.
» Dla opracowan wielkoskalowych (1: 5000 i wiekszych) zastosowano odwzorowa-
nie Gaussa-Krugera w pasach 3° z potudnikami Srodkowymi 15° 18° 21°i24° (4
strefy - uklady odwzorowawcze: szczecinski, bydgoski, warszawski i biatostocki).

Podobnie jak w pasach 6° przyjeto odwzorowania potudnikow Srodkowych bez
znieksztalcen (m0 = /). Wspoéitrzedne petne X1942(3), Yw42(3) sg okreSlane analo-

gicznie jak wspotrzedne X1942(6) i Yioa2(6pz ze cecha c wynosi odpowiednio
5,6,7lub 8 dla stref z potudnikami osiowymi 15°, 18° 21°i 24°.

5.2. Odwzorowanie Gaussa-Krugera opiera sie na dwoch warunkach (zasadach):

» Zasada odwzorowania potudnika srodkowego strefy, sprowadzajgca sie do dwdch
zatozen:

- prostoliniowosci,
- izometryczno$ci (potudnik sSrodkowy odwzorowuje sie bez znieksztatcen).

Wprowadzajgc tzw. skale kurczenia potudnika srodkowego ( mO< 1), zwang dalej
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skalg na potudniku Srodkowym, moéwimy w szczegdlnosci o modyfikowanym Ilub
skalowanym odwzorowaniu Gaussa-Krugera, przy czym mO peini funkcje skali

podobienstwa odwzorowania (wspotrzedne oryginalnego odwzorowania sa
mnozone przez mO).

» Warunek wiernokgtnosci odwzorowania.

Odwzorowanie Gaussa-Krugera mozemy zrealizowac¢ jako zlozenie trzech
nastepujacych przeksztatcen:

1. Wiernokatne odwzorowanie (Lagrangea) elipsoidy na sfere, czyli
przeksztatcenie:

(B,L)=>{<p,J) (A=L)
(przeksztatcenie szerokosci geodezyjnej B\n szerokosc sferyczna«/?)

2. Wiernokatne odwzorowanie walcowe poprzeczne (Mercatora) waskiego pasa
potudnikowego sfery na ptaszczyzne (walec styczny w potudniku AOQ, ktory jest
réwniez potudnikiem Srodkowym odwzorowania Gaussa-Krugera):

(<p ,X/AO) =>(X, y) mercatora

3. Wiernokatne przeksztatlcenie ptaszczyzny odwzorowania Mercatora w
ptaszczyzne Gaussa-Krugera, przy wykorzystaniu szeregdébw trygonome-
trycznych:

(x>y) MERCATORA => (x>V) GK

[Powyzsze ujecie formut odwzorowawczych, pochodzace jeszcze od Krugera*), byto pod-
stawg do sformutowania wzoréw praktycznych uktadu ,,1992” **). Jakkolwiek nie stanowi ono
obligatoryjnego podejscia do realizacji odwzorowania Gaussa-Krugera, prowadzi do
efektywnych formut numerycznych, zwitaszcza dla szerokiej strefy odwzorowawczej, jakg
mamy w przypadku jednostrefowego ukfadu ,1992”. Jako pewne podejScie uniwersalne
bedzie ono podstawg rozwinie¢ w niniejszych wytycznych technicznych. Rozwazymy odreb-
nie poszczegoblne etapy odwzorowania, sformutujemy odpowiadajgce przeksztatcenia
odwrotne oraz okreslimy wzory na znieksztalcenia i redukcje odwzorowawcze.]

5.3. Odwzorowanie Lagrange'a jest odwzorowaniem wiernokgatnym catej
powierzchni elipsoidy na catg sfere. Zachowuje ono niezmiennie diugosS¢ geo-
dezyjnag L, rownag odpowiedniej dtugosci X na sferze, natomiast szeroko$¢ geo-
dezyjna B przeksztatca sie w szerokoS¢ sferyczng ¢ (B =) wedlug zaleznoSci:

tg<p/2 +jt/ 4) =Ic(B) mtg(B/2 +jt/4) (5.1)

*) Kruger L.: Konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene. Geod. Intitut Podstam, Neue Folge
51,1912

*¥) Balcerzak J.: Odwzorowanie Gaussa-Kriigera w szerokiej 12° strefie dla obszaru Polski. Komorowo,
1994
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(@ PokresSlone w mierze tukowej), przy czym wielkoS¢ pomocnicza

AB) ={[ 1-e *sin(B)]/ [ 1 + e «sin(B)] }e2 (5.1a)
e - pierwszy mimosrod elipsoidy okreslony wzorem (4.2a).

Przeksztalcenie odwrotne (¢ =>B), ktére bedzie potrzebne do realizacji odwrotnego
odwzorowania Gaussa-Krugera, nie da sie wyrazi¢ bezposrednio jako rozwigzanie
réownania (5.1). Do tego celu postugujemy sie aproksymacyjnym szeregiem try-

gonometrycznym lub potegowym. Podamy wiec dwa alternatywne rozwigzania.

Tabela 5.1

Przeksztatcenie (=B ) dla elipsoidy GRS-80

Wspotczynniki wielomianu

Wspotczynniki wielomianu potegowego

trygonometrycznego (tylko dla szerokosci B od 48° do 56°)
Po- 186530.000000000 [ 1
Bo= 187202.223430037 [ |

0.3356551485597 I1CI2 di = 16639.916738375

c4 = 0.6571873148459 105 d2 = -8.753300548

B = 0.1764656426454 W 7 d3 = 0.121479067

c8=0.5400482187760 ICTI0 d4= 0.018832832  wplyw
ds = -0.000184801 wyrazow:
dé = -0.000015590 le/< W6
d7= 0.000000247

Przeksztatcenie (=B ) dla elipsoidy Krasowskiego

Po- 186530.000000000 [ j
BOo= 187202.127012068 [ j

c2 = 0.3356069601754 102 di = 16639.920634311

c4 = 0.6569986331658 105 d2 = -8.752048635

& = 0.1763896519657 icr7 d3 = 0.121460616

B =0.5397379816930 w 10 d4= 0.018830207 wplyw
ds = -0.000184638 wyrazow:
de6 = -0.000015622 |eg| <I1CT6
d7 — -0.000000147

Aproksymacyjny szereg trygonometryczny ma postac:
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gdzie wspotczynniki c2, c4, c6, c8wyrazajg sie jako funkcje mimosrodu elipsoidy. Ich
konkretne warto$ci dla elipsoidy GRS-80 podaje tabela 5.1. Wskazana doktadnosc¢
rozwiniecia (do Osmego rzedu, przy znikaniu wyrazow o wskaznikach
nieparzystych) przewyzsza typowe wymagania praktyczne. Bledy sg mniejsze od
10-7[" Je

Alternatywny wielomian potegowy (obciety do stopnia 7) adekwatny w zakresie
szeroko$ci geodezyjnych B od 48° do 56°, wyrazajacy wynik w sekundach stop-
niowych, ma postac:

B=BO+df st+d2 mf +d3+t3+d4std+d5+t5+d6*t6+d7 *17=
=BO+t (dl+t (d2+t (d3+t (dd+V (d5+t- (d6+tedD)))) (5.3)

przy czym
t=(<p”-60) 6.0 «iab (5.3a)

jest przeksztatconym (scentrowanym i unormowanym) argumentem, zas state BO, (00
oraz parametry df, d2, d 7wielomianu sg zestawione w prawej kolumnie tabeli 5.1.

PRZYKLAD 5.1. Przeksztatcenia B 0<p w odwzorowaniu
Lagrange’a elipsoidy GRS-80
Dane B i obliczone p(B = ):

Nr

punktu B b n <p["] A [ rad ]

1 52°00'00" 187200.0000 186527.7729957871 0.9043121625525147
2 53°00°00" 190800.0000 190133.9689502364 0.9217954939073032
3 50°00'00" 180000.0000 179317.8493738965 0.8693574664360405

Przeksztatcenie odwrotne (p[rad] => B [rad]) szeregiem trygonometrycz-
nym (5.2) :

Blrad] B[m
1 0.9075712110370141 187199.9999999923
2 0.9250245035570149 190800.0000000042
3 0.8726646259970171 179999.9999999696 (Je/ < 0.5 « 1C1Y)

Przeksztatcenie odwrotne (Pp[”] > B [" ]) wielomianem potegowym (5.3):
Wielomian stopnia 7 Wielomian stopnia 6 Wielomian stopnia 5
1 187199.9999999998 187199.9999999998 187199.9999999998

2 190799.9999999999 190799.9999999999 190800.0000000015
3 180000.0000000001 180000.0000000004 180000.0000001029

jej<ia9 M < 109 lei< W6
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5.4. Wiernokatne odwzorowanie poprzeczne Mercatora, stanowigce drugi etap
odwzorowania Gaussa-Krugera, realizujemy za pomoca nastepujgcych wzorow:

x MG RO arctg

(5.4)

¥  05/7 rfl+cos(<p)sinAN
Jmere 1% (] -cos((p) esin(AA) N

AA =A-A0 = L - LO (przyrost dtugosci geodezyjnej wzgledem AO = LO).

Wielko$¢ RO jest przyjetym promieniem sfery odwzorowania Lagrange a. Dla
ostatecznego celu, jakim jest odwzorowanie Gaussa-Krugera skala sfery,
wyrazajgca sie poprzez promien RO, jest obojetna. W szczegolnosci mozemy
zatozy¢ sfere jednostkowa o promieniu RO= 1

Odwrotne odwzorowanie poprzeczne Mercatora wynika z rozwigzania uktadu
(5.4) wzgledem <pi AA. Tg droga otrzymujemy wzory:

P=arcsin[ cos {W) esin {a) ] (5-5)
AA = arc tg [tg (W) / cos {a) ]

gdzie:
w=2 earctg [ exp (fi)] -t/2 (5.5a)
a = XMERC/ RO>fi =yMERC/ Ro (5.5b)

(wspotrzedne Mercatora dla sfery jednostkowe)).
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PRZYKLAD 5.2. Odwzorowanie poprzeczne Mercatora

Dane zgodne z przyktadem 5.1 (z odwzorowania Lagrange’a elipsoidy
GRS-80):

Nr punktu * [ AA [ "] (zatozone przyrosty szerokosci)
1 186527.772995787 -14400.000000000
2 190133.968950236 7200.000000000
3 179317.849373896 10800.000000000
Wspbirzedne Mercatora (wg wzoréw 5.4 i 5.5b) :
a ,fi (dla sferyjednostkowej) X y [

1 0.9054969563579436  -0.04315205584348473  5765705.821260 -274768.521119
2 09220888825876217  0.02109605964874843  5871354.067758 134328.086990
3 0.8700334467875437  0.03378615936460926  5539893.727540 215131.651585

Odwzorowanie odwrotne (wg wzorow 5.5):

"] A2["]
1 186527.772995787 -14400.000000000
2 190133.968950236 7200.000000000
3 179317.849373896 10800.000000000 le] < 10'9[ "]

5.5. Ostatni etap, zgodnie z p. 5.2, bedzie przeksztalceniem ptaszczyzny
Mercatora w ptaszczyzne odwzorowania Gaussa-Krugera. Poniewaz jest to
przeksztatcenie wiernokatne, wiec mozna je wyrazi¢ za pomocg funkcji zmiennej
zespolonej. Funkcjg ta moze by¢ zaréwno wielomian trygonometryczny (sposob
Krugera), jak tez algebraiczny (potegowy). Ograniczymy sie do korzystniejszego
numerycznie pierwszego wariantu (por. p. 5.2).

Niech z = (a, fi) oznacza zespolong wspotrzedng Mercatora dla sfery jednostkowej,
za$ Z = (xGK, yGK) szukanag zespolong wspoitrzedng Gaussa-Krugera. Wéwczas

zespolony wielomian trygonometryczny, przeksztatcajacy z na Z, ma postac:
Z=R0e+ [z + a2 *sin(2-z) + a4+sin(4*z) + a6+sin(6-z) + a8+ sin(S-z) +...] (5.6)

gdzie RO oznacza promien sfery o diugosci potudnika rownej diugosci potudnika
elipsoidy, ak(k =2, 4, 6, 8, ...) - wspoétczynniki wielomianu bedgce liczbami rzeczy-
wistymi. Wartosci wspoétczynnikbw oraz promien RO podano w tabeli 5.2 (dla
uktadow ,1992” | ,2000” przyjmujemy dane parametry elipsoidy GRS-80). Jesliby
przyjac, ze fi = 0, wtedy wielomian (5.6) przechodzi w postac¢ rzeczywistg i wyraza
dlugos¢ tuku potudnika elipsoidy, bezposrednio w funkcji a, a poprzez odwzoro-
wanie Mercatora i Lagrangea - odpowiednio w funkcji 9 B.
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a2
a4

Tabela 5.2

WSPOLCZYNNIKI WIELOMIANOW TRYGONOMETRYCZNYCH

elipsoida GRS-80

0.8377318247344 E-03
0.7608527788826 E-06

elipsoida Krasowskiego

0.8376117571403 E-03
0.7606346141534 E-06

a6 0.1197638019173 E-08 0.1197122824063 E-08
a8 0.2443376242510 E-11 0.2441972616146 E-11
b2 -0.8377321681641 E-03 -0.8376121004223 E-03
b4 -0.5905869626083 E-07 -0.5904168570212 E-07
b6 -0.1673488904988 E-09 -0.1672768339465 E-09
bg -0.2167737805597 E-12 -0.2166492522990 E-12

promien sfery o diugosci potudnika rownej dtugosci potudnika elipsoidy

RO 6367449.14577... 6367558.49687...

Objasnienia:

az, a4, a6, a8 - wspotczynniki szeregu trygonometrycznego operacji:  p=s,
b2, b4, b6, b8 - wspdtczynniki szeregu trygonometrycznego operacji
odwrotnej: s=>9q

S - dlugos$¢ tuku potudnika elipsoidy

Jesli wielomian zespolony moze by¢ realizowany przez dostepne narzedzia pro-
gramowania (operacje na liczbach, zmiennych ifunkcjach zespolonych), to formuta
(5.6) w pelni wystarcza do praktycznej realizacji odwzorowania. Na ogét przed-
stawia sie jg jednak w postaci dwoch wielomiandw rzeczywistych, wynikajacych z
(5.6), a mianowicie:

xgk=RO*[a *2 ak'sin (k- a) ecosh (k-fi) +..]
k=2/2/8
(5.7)

Ygk = RO’ [fi +"E 3k » cos(k- a) *sinh(k-fi) +...]
k=2/2/8

(cosh()t) = [exp(x) + exp(-x)]/2 oraz sinh(x) = [exp{X) - exp(-X)]/2 stanowig definicje
odpowiednich funkciji hiperbolicznych).

Wprowadzajgc nastepnie zalozong skale kurczenia potudnika $srodkowego mO
(inaczej: skale na potudniku Srodkowym odwzorowania Gaussa-Krugera, a
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funkcjonalnie jako skale podobienstwa, przez ktorg nalezy wymnozy¢é wszystkie
wspotrzedne xGK, Ygk) oraz umowne sktadowe yO0przesuniecia uktadu wspot-

rzednych, przechodzimy juz do konkretnej aplikacji odwzorowania Gaussa-Krugera
(por. w szczegdtach p. 5.1).

5.6. Odwzorowanie odwrotne do (5.6), (5.7), czyli przeksztalcenie wspoétrzednej
zespolonej Z na wspoitrzedng z (stosownie do oznaczeh przyjetych we wzorze
(5.6)) wyraza nastepujacy (odwrécony) wielomian zmiennej zespolonej:

z=W + b2 sin(€E W) + b4 sin(4-W) + b6 sin(6 W) + b8 sin(5W) +....) (5.8)

gdzie:
W=(u ,u=xgk/R0O, v=yGK/ RO (5.8a)

- unormowane wspotrzedne Gaussa-Krugera bk (k=2,4,6,8, ...) - wspotczynniki
wielomianu jako liczby rzeczywiste podane w tabeli 5.2.

Podobnie jak w przypadku wzoréw (5.6) formuta zespolona (5.8) rozklada sie na
dwie formuty rzeczywiste:

a=u+2 Dbk msin{k- u) *cosh{k- i) + ..
k=2/2/8

(5.9)

fi=v+2 bkecos (k- u) *sinh (k-y) +..
k=2/2/8

Wobec zaleznosci (5.5) otrzymane wspoétrzedne Mercatora a, fi (dla sfery jednost-
kowej) przeliczamy na wspotrzedne (q4 AA) odwzorowania Lagrangea (zob. p. 5.3),
te z kolei na wspoétrzedne geodezyjne B, L, zgodnie z formutami opisanymi w p. 5.2.

[Wzory mozna znalez¢ np. w cytowanym juz dziele L Krugera; ich aplikacje do nowych kra-
jowych uktadow wspoétrzednych ,,1992”, ,,2000” sg zastugg prac dr. J. Balcerzaka i prof. J.
Panasiuka z Politechniki Warszawskiej. W literaturze krajowej nalezy odnotowaé réwniez w
tym zakresie prace dr. M. Plewako z Akademii Rolniczej w Krakowie, dotyczgce m.in.
rekurencyjnego wyznaczania wspotczynnikow wielomiandéw trygonometrycznych (zob.
wykaz literatury).]
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PRZYKLAD 5.3. Przeksztatcenie odwzorowania Mercatora
w odwzorowanie Gaussa-Krugera i do ukfadu
1992 oraz przeksztatcenie odwrotne

Dane zgodne z przykladem 5.2:

Wspbtrzedne odwzorowania Mercatora:

N

punkiu  a fi *merc =a *Ro Ymerc =P * Ro
[ z odwzorowania sfery jednostkowe) | [z odwzorowania sfery o promieniu RJ

1 0.9054969563579 -0.04315205584348 5765705.821260 -274768.521119

2 0.9220888825876 0.02109605964875 5871354.067758 134328.086990

3 0.8700334467875 0.03378615936461 5539893.727540 215131.651585

Parametry odwzorowania Gaussa-Krugera i uktadu ,1992":
X0 =-5300000.0000, YO =5000000.0000, mO= 0.9993

RO = 6367449.14577105 - promien sfery Lagrange’a.

Wspotrzedne wynikowe wedtug przeksztatcenia (5.7) i parametrow
uktadu ,,1992” :

N

punktu u=x&/ R0 v =yX/RO X=nmOrxA&K+ X0 Y =nDey&K+y0
[na sferze jednostkowe]] [w uktadzie ,1992]

1 0.9063133121324 -0.0431347179430 466864.2923909 225534.1377667

2 0.9228958241978 0.0210864590802 572378.6828645 634172.9689885

3 0.8708608355423 0.0337765186528 241280.4699011 714919.7156575

Przeksztatcenie odwrotne wedtug wzoréw (5.9):

N
punktu o1 fi VERC=a *Ro Ymerc=P ' R
1 0.9054969563580 -0.0431520558435 5765705.821260 -274768.521119
2 0.9220888825876 0.0210960596488 5871354.067758  134328.086990
3 0.8700334467876 0.0337861593646 5539893.727540 215131.651585

Uwagi: Zgodnos¢ wynikdéw wykazuje, ze btad numeryczny nie przekracza
potowy jednostki na ostatniej zapisanej pozycji cyfry. Doktadnos¢ ta istotnie
przewyzsza realne wymagania praktyczne. W konkretnych aplikacjach
zaokraglenia koncowe beda w szczegolnosci zaleze¢ od konkretnej organiza-
cji algorytmu obliczeniowego, zaokraglen rezultatow posrednich i precyzji
zapisu liczb. Praktycznie, w zupetnosci wystarczajace jest utrzymanie sie na
poziomie 11-12 cyfr doktadnych.
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5.7. Podstawowe elementy definiujgce pole znieksztatcen odwzorowawczych to:
* Elementarna skala liniowa

m = ds0/ dse, (5.10)

czyli stosunek rézniczkowego przyrostu diugosci na ptaszczyznie odwzorowawczej
do odpowiadajgcego przyrostu diugosci tuku na elipsoidzie (lub na umownej
powierzchni odniesienia). Dla wszystkich odwzorowan wiernokatnych parametr ten
jest dla danego punktu wielkoScig statg (niezalezng od kierunku). Alternatywnym
parametrem jest elementarne znieksztatcenie liniowe

a=m-1 (5.11)

(wyrazajac je np. w cm/km, nalezy przemnozy¢ przez 10'5). JeSli w ogolnosci od-
wzorowanie wiernokgtne (pewnej przestrzeni dwuwymiarowej w inng przestrzenh
dwuwymiarowg) zapiszemy w formie funkcji analitycznej zmiennej zespolonej:

Z =1(2), (5.12)

gdzie Z = (X, Y) (wspoétrzedne wyznaczane), z = (X, y) (wspoétrzedne dane), to ele-
mentarna skala liniowa przeksztalcenia jest okreSlona jako warto$¢ bezwzgledna
(moduf) z gradientu tej funkcji:

grad [f (2) ] =df (z2)/dz = [ & (2), fY(2) ] (5.13)
(roztozony na czesc¢ rzeczywistg i urojong),
m =mod[6Z / dz] = [f/(2) +//(2) 112 (5.14)

» Konwergencja, czyli inaczej zbieznos¢ potudnikow lub zbieznosS¢ osi odcie-
tych pary wzajemnie odwzorowywanych ukiadow wspotrzednych y (rys. 5.3)
oznacza ujemng warto$¢ kata kierunkowego potudnika (lub osi odcietych umownego
uktadu pierwotnego) w uktadzie ptaszczyzny odwzorowawczej (wtérnym). Mozna tez
powiedzie¢, ze jest to kgt pomiedzy odwzorowana osig uktadu pierwotnego a osig
uktadu wtérnego mierzony zgodnie ze wskazéwkami zegara. Podobnie jak elemen-
tarna skala liniowa konwergencja jest parametrem charakterystycznym dla kazdego
punktu ptaszczyzny odwzorowawczej (charakteryzuje lokalne ,skrecenie” pola
znieksztatcen). Jesli odwzorowanie (wiernokatne) jest zapisane w formie (5.12), to
konwergencja jest ulemnym argumentem gradientu,

y =-arg (dzZ/dz) = -arctg[fy(z) / &x (2) ] (5.15)
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Prosty przykiad odwzorowania wiernokatnego:
Liniowg transfermacje przez podobienstwo (transformacje Helmerta) definiuje
funkcja zmiennej zespolonej:

Z=f(z) =a+b z
gdzie: a = (alf a2), b = (b4, b2) - state liczby zespolone, z = (X, y) - wspbtrzedne
dane, Z = (X, Y) - wspé6trzedne wynikowe. Stosujac formuty (5.13), (5.14),
(5,15), otrzymujemy:
df(z)/dz = b = (bX¥ b2) (fx= b1, fy = b2-\N tym przypadku wielkoSci state) oraz:

m=(bi2+6 /)12 y=-arctg (b2/b1J).

Oznaczajgc b/ =k - cos (a), b2= -k < sin (a ), dostaniemy: m =k,y = a.
(c7jest rownoczesnie katem obrotu uktadu wtérnego wzgledem uktadu pierwot-
nego)

Rys. 5.3. llustracja zbieznosci potudnikéw

5.8. Analityczne wzory na obliczenie sktadowych pola znieksztatcern odwzoro-
wawczych: Odwzorowanie Gaussa-Krugera zostato zdefiniowane jako ztozenie 3
odwzorowan konforemnych, przy czym w konkretnych jego aplikacjach (ukfady:
,»,1992” 2000 dochodzi jeszcze dodatkowo zmiana skali i translacja (ktére sa
takze przeksztatceniami konforemnymi). W zwigzku z powyzszym finalna skala ele-
mentarna dtugosci moze by¢ wyrazona jako iloczyn skal sktadowych:

M=mO0emlem2 em3 (5.16)

gdzie mOjest przyjeta skalg kurczenia potudnika srodkowego (skalg podobienstwa

odwzorowania) wynoszgca przyktadowo 0.9993 dla uktadu ,,1992” lub 0.999923 dla
uktadéw strefowych ,,2000/15”, ,,2000/18”, ,,2000/21”, ,,2000/24”; m1oznacza ele-

mentarng skale dilugosci dla odwzorowania Lagrangea (catej elipsoidy na calg
sfere), m2 - elementarng skalg dlugosci odwzorowania poprzecznego Mercatora

wzgledem odwzorowania Lagrange’a, m3-elementarng skalg dtugosci odwzorowa-
nia Gaussa-Krugera wzgledem odwzorowania poprzecznego Mercatora.

W analogicznym ukfadzie porzadkowym zbiezno$¢ potudnikéw podlega sumie
algebraicznej:
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Y=ro+r1+N +r3 (b=">y1=") (G-17)

(jednorodna zmiana skali i odwzorowanie Lagrangea zachowujg kierunki
potudnikéw), przy czym y2, /3 oznaczajg przyrosty konwergencji odpowiednich
odwzorowan skiadowych.

Poszczegolne skale elementarne we wzorze (5.16) wyrazajag sie finalnie wzorami:

COS™ _Re_
1 cos (fi) mRn

m2 = - (5.19)
[ 1-cos2(<p) msirE{M) ]12
oraz
m3=I1Cx2+ C/V'2 (5.20)
przy czym na podstawie wzorow (5.13) i (5.14):
Cx=1+2 k "ak' cos(k- a)- cosh(ke/3) + ...
k=2/2/8
(5.21)
CY= k - ak' sin(kma) msinh(k- fi) + ...
k=2/2/8

[Poréwnujac ostatnie wzory z wzorami (5.7), zauwazamy, ze skala elementarna moze byc¢
wyznaczana z wyrazen i funkcji uzywanych w przeliczaniu wspétrzednych. Analogiczne
wyrazenia i funkcje beda wystepowaé réwniez we wzorach na zbieznos$¢ potudnikow.
Wiasnosci powyzsze mozemy spozytkowac przy zapisywaniu algorytmow obliczeniowych w
jezyku programowania komputera.]

Stosujac przyjete oznaczenia, wyrazimy réwniez wzory na odpowiednie skfadniki
konwergenciji:

Y2 = arc tg [ sin (<)  tg {AA) ] (5.22)
(dla odwzorowania poprzecznego Mercatora)
y3=-arctg[ CY/CX] (5.23)

(dla odwzorowania Gaussa-Krugera wzgledem odwzorowania Mercatora), gdzie
Cx , CY sa okreslone wzorami (5.21)
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PRZYKLAD 5.4. Obliczenie sktadowych pola znieksztatcen odwzo-
rowawczych w uktadzie ,,1992” wedtug wzorow
(5.16) 4 (5.23)

Dane wejsciowe analogiczne jak w przyktadach 5.1 - 5.3

Odwzorowanie ,,1992”. Skala na potudniku $srodkowym LO= 19 mO0= 0.9993

Elementarne skale ditugosci i znieksztatcenia diugosci:

Nr
punktu M0 ny m2 m3  a=(m-1) «/O6[cmkm]
1 0.9993 1.0003975852 1.0009311944 0.9995972065 22.517

2 0.9993 1.0004542123 1.0002225301 0.9995446395 -47.898
3 0.9993 1.0002829712 1.0005708066 0.9997142140 -13.249

Zbieznosci potudnikéw (konwergencije):

Nr

punktu y0  vy1 72 73 Y [gl
1 0 0  -3.49550324 - 0.00894029 - 3.5044435
2 0 0  +1.77068063 +0.00432793 +1.7750086
3 0 0  +2.54735070 +0.00710311 +2.5544538

5.9. Aproksymacyjne wzory na obliczenie skiadowych pola znieksztatcen
odwzorowawczych opierajg sie na przyblizeniu wzorow podstawowych wielomia-
nami.

Znieksztalcenie elementarne a (przeliczenie na skale m wedtug zaleznosci (5.11))
w konkretnych aplikacjach odwzorowania Gaussa-Krugera elipsoidy GRS-80
mozemy wyrazi¢ dostatecznie dokfadnie nastepujacym wielomianem (u, v- zmien-
ne pomocnicze):

0=00+m0 e\ +[ql+g2 ' u+qg3su2+qgd-\2] (5.24)
gdzie (state wspoétczynniki):

Jl= 306.752873 (5.24a)

g2= -0.312616

g3=  0.006382

g4=  0.158591

oraz

a0 - znieksztatcenie na potudniku sSrodkowym odwzorowania w cm/km (np.
dla ukfadu ,,1992” 00 = -70 cm/km, za$ dla uktadéw strefowych ,,2000
00=-7. 7cm/km, m0 = 0.999923),

unormowane argumenty:
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u = (xGK-5800000.0) 2.0 «1Cl6 (5.24b)

V=Ygk '2.0 ‘10~6

xgk , Ygk - n'e modyfikowane wspotrzedne Gaussa-Krugera (jesli ygk = 0,
to punkt lezy na potudniku srodkowym i”~”"je st dilugos$cig tuku
potudnika elipsoidy od réwnika do danego punktu; jesli xq ,
sg wspotrzednymi ,przeskalowanymi” mQ, to nalezy obliczyc:
xgk = X(.)/mO0,ygk = Y()/ mO-)

PRZYKLAD 5.5. Obliczenie znieksztatcen elementarnych wedtug
wzoru aproksymacyjnego (5.24), dla ukiadu ,,1992”

Dane wejsciowe identyczne jak w przyktadach (5.1) i (5.4):

Nr
punktu Sktadniki wzoru (5.24) suma

a0+ Wo' \2' [Qi + Q'u +@'u2 +QA W)= Z[cm/km]
1 22.4974 0.0055 0 0.0144 22.5173
2 -47.8954 - 0.0034 0 0.0008 -47.8980
3 -13.2840 + 0.0294 0.0003 0.0054 -13.2489
Uwagi:

*00= - 70.0 [cm/km].

» Ostateczne wartosci sg zgodne z wynikami w przyktadzie 5.4 z doktadnos-
cig do 0.0005 cm/km.

* Trzeci wyraz wzoru (5.24) mozna praktycznie pomingc.

* Wpltyw wspétrzednej X zaznacza sie jedynie w wyrazie ze wspotczynnikiem
az,.

Aproksymantg konwergencji dla tych samych unormowanych argumentow u,v
moze by¢ wielomian algebraiczny

g/j mu' « > (obliczona warto$¢ w [ cc)) (5.25)
]
gdzie wspétczynniki g,jsg okreslone w lewej kolumnie tabeli 5.3.

W prawej kolumnie tabeli 5.3 podano wspotczynniki wielomianu okresSlajgcego tylko
warto$¢ y3z wzoru (5.25), czyli wielkoS¢ zmiany (przyrost) konwergencji w odwzo-
rowaniu Gaussa-Krugera wzgledem konwergencji w odwzorowaniu Mercatora.

[Istotng warto$¢ catkowitej konwergencji y, siegajacej w obszarze Polski do wartosci kilku
gradow, zawiera sktadnik”, stanowigcy kowergencje w odwzorowaniu Mercatora, natomiast
sktadnik y3 ( ,wyréwnujacy” w pewnym sensie roznice pomiedzy sferg a elipsoida) - jak wyni-
ka to z tabeli 5.3, stanowi juz setne czesci grada. Wielomian dla wyznaczenia y3jest juz
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nizszego stopnia i jest bardziej stabilny numerycznie. Przy stosowaniu takiej alternatywy
sktadnik y2, bedzie wyznaczany oddzielnie z wzoru doktadnego (5.22).]
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Tabela 5.3

WSPOLCZYNNIKI WIELOMIANOW DLA WYZNACZENIA
KONWERGENCJI W ODWZOROWANIU GAUSSA-KRUGERA
ELIPSOIDY GRS-80

Wielomian okreSlajacy y =y2+ 73 Wielomian okreslajacy tylko y3
(przyrost do konwergencji Mercatora)

Nazwa Wartosc¢ Nazwa Wartos¢

Qoi - 64504.24842 (o[01} -162.17521

Qn -10441.46422 Qn 6.58485 Wplyw dalszych
1 -1055.97391 Q1 1.99660 wyrazow:

QB 351.99361 Wplyw Qs -0.66553

(011 -128.47450 dalszych 431 -0.027701 <0.002100]
Qi3 128.46755 wyrazow: Q13 0.02770J

Q1 -15.157441 < 1| cc]

(07%4] 30.33108J

QB 3.036461

Bl -1.76737 <0.2[ @]

(0c¢] 6.04719 Btad numeryczny konwergencji
Qis -1.85831 J w obszarze Polski/e/ < 0.001 [ o
Q6L -0.204241

3 1.02464 <0.01[cc]

(073} -0.59364 J

Btad numeryczny konwergenciji
w obszarze Polskijej < 0.001 [ ac\



PRZYKLAD 5.6. Obliczenie zbieznosci potudnikéw (konwergenciji)
wedtug wzoru aproksymacyjnego (5.25)
w uktadzie ,,1992”

Dane wejSciowe identyczne jak w przyktadach (5.1) s (5.5)

Wspoétczynniki wielomiandéw dane w tabeli (5.2).

Nr punktu 72+73 y3 (dla obliczen alternatywnych)
[ cc] [ cc]
1 35044.43598 89.40283
2 - 17750.08600 - 43.27931
3 - 25544.53902 -71.03108

Poréwnanie wynikow z przyktadem 5.4 wskazuje, ze nie ma praktycznych
réznic pomiedzy formutami analitycznymi a aproksymacyjnymi (wykorzystu-
jacymi wielomiany potegowe).

5.10. Empiryczne wzory na wyznaczenie skitadowych pola znieksztatcen od-
wzorowawczych (podane formulty moga mie¢ zastosowanie w dowolnym
odwzorowaniu wiernokgtnym)

Empiryczne wyznaczenie skladowych pola znieksztatcen odwzorowawczych
(skala lub znieksztatcenie elementarne oraz zbiezno$¢ potudnikéw) opierajg sie na
wykorzystaniu podstawowych (punktowych) praw odwzorowania pod warunkiem
zachowania zwiekszonej precyzji numerycznej obliczen. Algorytm sprowadza sie
do numerycznej realizacji definicji tych parametrow, poprzez zastgpienie
nieskonczenie matych r6zniczek odpowiednimi przyrostami skonczonymi. Niech (B,
L) bedzie pewnym punktem na powierzchni elipsoidy, zas (X, Y) odpowiednim
obrazem na ptaszczyznie odwzorowawczej (zakliadamy, ze przejScie pomiedzy
obrazem a punktem powierzchni elipsoidy moze by¢ realizowane w dowolnym
kierunku przy wykorzystaniu dostepnych praw odwzorowania (ze wzgledu na
sposob obliczen wymagana jest precyzja wyzsza od dokladnosci praktycznych
wynikajgcych z pomiaru). Dobierajgc pewien maly krok A B {dla typowych odwzoro-
wan moze to by¢é AB = 0.5", co odpowiada kilkunastometrowej dtugosci tuku),
okreslamy drugi (bliski) punkt, potozony na tym samym potudniku, ( B + AB, L) oraz
wyznaczamy odpowiednie jego wspotrzedne w odwzorowaniu, ktére oznaczymy
jako (X + AX, Y+ AY).

Przyblizong skale elementarng dtugosci okre$lamy z wzoru definicyjnego:

m = AsO/ Ase (5.26)
gdzie:
AsO= (AX2+ (Y212 Ase=AB  RM/p”

RM=a- (1- e2)/[ 1- e2- sin2(Bs)]32 - promien krzywizny przekroju
potudnikowego elipsoidy dla
szerokosci Sredniej Bs=B +AB /2
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p "= 206264.8062470964

Uwaga: Chcac okresli¢ znieksztalcenie elementarne z doktadnoscig do 1 mm/km,
nalezy wspéitrzedne oblicza¢ z bledem numerycznym < 0.000001 m. W tym celu
wystarczy, by wszelkie zmienne ifunkcje mialy diugoS¢ co najmniej 8 bajtow.

Przyblizong warto$¢ zbieznosci potudnikbw mozemy obliczy¢, stosujac formute
tg(y) = -AY / AX lub sin (y) = -AY / AsO (5.27)

Uwagi dotyczace precyzji wyznaczenia DX, DY przenosza sie tu odpowiednio.

PRZYKLAD 5.7. Empiryczne wyznaczenie sktadowych pola zniek-
sztatcen wedtug wzoréw (5.26) i (5.27). Obliczenia w uktadzie ,,1992”

Dane wejsciowe identyczne jak w przyktadach (5.1) -+ (5.6)

We wzorach (5.26) przyjeto krok AB = 0.5 "

Nr

punktu B L AX AY m a [cm/km] y[ 9]
1 52 15 15.4338651759 0.8504583305 1.0002251820  22.51820  3.50444684
2 53 21, 15.4430185967 .0.4306906873 0.9995210310 - 47.89690 . 1.77501019
3 50 22- 15.4340015049 .0.6196266331 0.9998675221 - 13.24779 . 2.55445641

Uwagi:

Poréwnujac wyniki z przyktadami (5.4) i (5.5), widzimy, ze metoda empiryczna
nie wykazuje istotnego spadku doktadnosci numerycznej (obliczenia byty
wykonywane w precyzji 8-bajtowej). Btad znieksztalcenia liniowego a ma co
najwyzej poziom 0.02 mm/km, natomiast btgd okreslenia konwergencji ma
poziom setnych czesci decymiligrada. Doktadnos¢ ta wystarcza dla typowych
zastosowan praktycznych.

[ Rysunek 5.4 przedstawia izolinie elementarnych znieksztatcen dtugosci w uktadzie ,,1992”.
Izolinie te majg przebieg w przyblizeniu réwnoleglty do potudnika Srodkowego (stusznosc
takiej interpretacji wynika z analizy wptywu sktadnikéw we wzorze (5.24)). Wzdtuz potudnika
srodkowego znieksztalcenie elementarne wynosi doktadnie -70cm/km, a wynika to z
przyjetej w tym potudniku skali (skali kurczenia) mO = 0.9993. W miare oddalania sie od
potudnika srodkowego przyrost znieksztatcenia powieksza sie w przyblizeniu proporcjonal-
nie do kwadratu odlegtosci, osiggajac ekstremalnie w obszarze Polski wartos¢ ok. 91 cm/km.
W przypadku ukladéw strefowych 2000/15, 2000/18, 2000/21, 2000/24 (odwzorowanie
Gaussa-Krugeraw pasach 3°) ogdlna charakterystyka znieksztalcen w sensie ich przyrostow
od potudnika srodkowego kazdej strefy jest analogiczna, lecz zaczyna sie od znieksztalcenia
0 0= -7.7 cm/km w potudniku $srodkowym (mO = 0.999923), zmniejsza sie bezwzglednie do
zera i osigga maksymalne wartosci dodatnie na granicy stref wynoszgce (w okolicy
réwnoleznika 49°) omax ~ + 7 cm/km.]
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19:

Rys. 5.4. Rozktad elementarnych znieksztatcen diugosci w uktadzie ,1992”
(izolinie w odstepach co 10 cm/km)

a7



TEST KONTROLNY REALIZACJI ODWZOROWANIA GAUSSA-
-KRUGERA W UKLADZIE ,,1992” DLA WYBRANYCH PUNKTOW

Dane wspotrzedne geodezyjne na elipsoidzie GRS-80:

Nr B L

1 50°37'30" 21°05 05~

2 53° 00 20" 17° 00’ 10”

3 51° 00’ 00" 15° 00’ 00"

4  54° 00’ 00" 23° 00’ 00"

5 52°00' 00" 19° 00’ 00" (punkt na potudniku Srodkowym)

Posrednio obliczone wspotrzedne geograficzne wiernokatnego odwzo-
rowania elipsoidy na sfere (Lagrange’a) w sekundach stopniowych:

Nr *>["] I=L-LO["] (LO= 19°)
181570.5948554411 7505.0000000000
190154.0056512349 -7190.0000000000
182922.3976950233 -14400.0000000000
193740.9782246227 14400.0000000000
186527.7729957871 0.0000000000

Promien sfery Lagrangea
RO =6367449.14577105
(por. tab. 1.1)

a b WN PR

Posrednio obliczone wspoétrzedne Mercatora (odwzorowanie walcowe-
-poprzeczne sfery Lagrangea z potudnikiem Srodkowym LO = 19°)

X
5607202.24994170
5871967.31832658
5654466.55841326
5988232.51845281
5758161.70695538

147560¥03896807

-134124.35838001
-280840.16759765
262372.20811029

0.00000000

aORWN R

Wspoéitrzedne ,,1992” oraz sktadowe pola deformacji

X Y 0 [cm/km] Y [g]
1 308515.15716329  647409.55442290 -43.307 +1.7908896
2 572991.21118417  366030.56588372 -47.965 - 1.7726720
3 355745.36592856  219453.16841452  +26.685 - 3.4562226
4 689131.39152274  762053.69784336  +14.300 +3.5976635
5 459309.20940176  500000.00000000 -70.000 0.0000000

(o [em/km] - elementarne znieksztatcenie dtugosci, y [g] - zbieznos¢
potudnikow)

Kontrolna transformacja odwrotna:

Nr B L

1 50 37 29.99999998 21 05 05.00000000
2 53 00 20.00000001 17 00 10.00000000
3 50 59 59.99999998 15 00 00.00000000
4 54 00 00.00000002 23 00 00.00000000
5 52 00 00.00000000 19 00 00.00000000

Btad numeryczny nie
przekracza
wartosci 0.5 « 107[ "]
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5. 11. Redukcje odwzorowawcze diugosci, kierunkoéw i azymutéw linii geo-
dezyjnych - metoda empiryczna i interpolacyjna

Podamy dwie metody (empiryczng i interpolacyjng) redukowania obserwacji geo-
dezyjnych z powierzchni elipsoidy na ptaszczyzne odwzorowania. Metody te moga
by¢ zastosowane dla dowolnego odwzorowania.

a) Metoda empiryczna

Wymaga dostepu do procedury obliczania dtugosci i azymutu poczatkowego linii
geodezyjnej, gdy dane sg wspotrzedne geodezyjne koncow linii (rozwigzanie zada-
nia odwrotnego do podstawowego zadania geodezji wyzszej - przykladowy algo-
rytm Gaussa, dla szeroko$ci ,Sredniej” podano w zatgczniku 2 do niniejszych
Wytycznych Technicznych). Zacznijmy od redukcji dtugosci.

Niech (B-i0, LiO, B2° , L2°) oznaczajg wspoétrzedne przyblizone pary punktow.
Formalnie, wobec ,dostepu” do funkcji odwzorowawczych mozemy zatozy¢, jako
wyjsciowe, wspoétrzedne w ukladzie odwzorowawczym (X-/0, Yf, X2°, Y2°). W
kazdym przypadku mozemy dysponowac wiec wspoirzednymi geodezyjnymi i
ptaskimi. Btad przyblizenia wspoétrzednych nie powinien przekraczac¢ wartosci, przy
ktérych zmieniajg sie istotnie sktadowe pola znieksztatcenn odwzorowawczych. W
praktyce oznacza to doktadnos$c¢, jaka staramy sie pozyskac dla wspoétrzednych
poczagtkowych do procesu obliczeniowo-wyréwnawczego sieci geodezyjne;.
Oznaczmy przez s0O, AOodpowiednio: diugosc i azymut poczatkowy linii geodezyjnej
na elipsoidzie, obliczone na podstawie danych wspétrzednych geodezyjnych pary
punktow, zas przez DO, TOodpowiadajaca dtugosc (cieciwe) oraz kat kierunkowy na
ptaszczyznie odwzorowawczej, obliczone ze wspoirzednych kartezjanskich.
Pomierzona i zredukowana na elipsoide diugo$¢ niech nazywa sie s, za$ szukana
diugos¢ zredukowana na ptaszczyznie D. Wielko$¢ redukciji

As=D-s (5.28)

jaka nalezy doda¢ do dlugosci na powierzchni elipsoidy obliczamy z wzoru:

As ~ —— — ms (5.28a)

[Pomimo znaku przyblizenia tg prostag metoda (w zaleznosci od btedu wspotrzednych przy-
blizonych) mozna osiggna¢ najwyzszg precyzje miary redukcji, zwtaszcza dla bardzo dtugich
linii, bedacych, na przyktad, wynikiem opracowania sieci GPS. W szczegolnych sytuacjach
realizacja wzoréw moze by¢é ponawiana w procesie iteracyjnego wyréwnania sieci, gdzie w
kazdym cyklu nastepuje udoktadnianie wektora wspoétrzednych przyblizonych.]

Wezmy teraz pod uwage zadanie redukcji kierunkéw, katow i azymutow (rys. 5.5 i
5.6). W przypadku katow i kierunkéw wielkos¢ poprawki redukcyjnej wynika z
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odstepstwa katowego obrazu linii geodezyjnej i cieciwy taczacej pary punktéw
(jakkolwiek odwzorowanie jest wiernokatne, tzn. zachowuje miare kata pomiedzy
odwzorowanymi tukami linii geodezyjnych lub przekrojow normalnych, ale miara ta
rézni sie na ogot od miary kata pomiedzy odpowiadajgcymi cieciami. W przypadku
redukcji azymutdéw, oprocz wspomnianej redukcji kierunku obserwacji, najbardziej
istotnym komponentem jest zbieznosc¢ potudnikow (konwergencja).

Kat miedzy stycznymi Kat pomiedzy Kat zredukowany
do krzywych (linii geodezyjnych odwzorowanymi (miedzy cieciwami)

Rys. 5.5. Redukcje odwzorowawcze kierunkow i katéw

Potudnik

Rys. 5.6. Redukcja azymutu geodezyjnego
Aproksymantg poprawki kKierunku jest wielkosé

6=TO-A0+y (5.29)
przy czym dla redukcji katéw lub peku kierunkow wielkoS¢ zbieznosci potudnikow y

nie musi by¢ znana, gdyz w ukfadzie obserwacyjnym ulega redukcji tak, jak stata
orientacji peku.
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Przyktad zastosowania metody empirycznej do redukcji obserwacji

1. Utworzenie modelu poréwnawczego:

Przyjeto wspotrzedne B, L czterech punktow na elipsodidzie GRS-80, ktérych wza-
jemne odlegto$ci wynosza w zakresie od ok. 33 do 99 km . Przeliczono je precyzyjnie
na wspoétrzedne ptaskie w odwzorowaniu Gaussa-Krugera i w uktadzie ,1992" oraz
obliczono sktadowe pola znieksztalcen (elementarne znieksztatcenie diugosci o oraz
zbieznos$¢ potudnikow y):

Nr B L X Y ajcm/km] y [ 9]

1 50-0000" 23"00 00" 244636.29119202 786541.92824441 30.885 3.4069470

2 50'1500" 23 1500 273400.17201287 802861.21366286 42.699 3.6333878 (Tab.l)
3 50'3000" 23 30'00" 302221.29919241 818986.45034802 55.015 3.8613597

4 50'45 00" 23'45'00" 331099.15269704 834916.46092571 67.808 4.0908520

Z kolei dla wektoréw 1-2,1-3, 1-4 obliczono dtugosci i azymuty poczatkowe
odpowiadajgcych linii geodezyjnych na elipsoidzie (zastosowano metode Gaussa ,sze-
rokosci $redniej”) oraz odpowiadajace diugosci cieciw oraz katy kierunkowe na
ptaszczyznie odwzorowania (postugujgc sie wspotrzednymi ptaskimi X,Y) :

Plan lini A (az. geod.) s (dtugos$€ linii) D (cieciwa) T (kat kierunkowy) Red. kierunku $=T-A +Y

Nr(i) Nr(j) [8] [m] [m] (9] [cc]
1 2 362674621  33058.6867 33070.8318  32.8539516 -65.635
1 3 360844738 66067.7579 660959920 326641809  -133.459 (Tab.2)

1 4 359009074 990269410 990753341 324736523  -203081
2. Test metody empirycznej
Zaktadamy teraz, ze dysponujemy tylko wspétrzednymi przyblizonymi punktow.
Przyjmijmy wiec, ze sg to wspoétrzedne zaokraglone do dziesigtek metrow, co bedzie
stanowi¢ pewna symulacje sytuacji praktycznej.
Na tej podstawie bedziemy poszukiwaé redukcji dlugosci s do cieciw D oraz redukcji
azymutow do odpowiadajgcych katoéw kierunkowych (w poprzedniej tabeli byto to wyz-
naczone na podstawie wspotrzednych doktadnych). Obecnie wykorzystamy do tego
celu wspotrzedne przyblizone oraz wzory: (5.28) - (5.29):
Nr  Wspbhz. przybliz.  Odp. wspéitrzedne geodezyjne <flcm’km] Y [9]

X0 YO [m] BO LO
1 244640 786540 50'00’00.1231663" 22'59'59.9133054" 30.884 3.4069282
2 273400 802860 50° 14 59.9966840" 23'14'59.9383719" 42.698 3.6333731 (Tab.3)
3 302220 818990 50° 29'59.9510951" 23'30’00.1756867" 55.018 3.8614009
4 331100 834920 50" 45 00.0199952" 23'45’00.1828075" 67.811 4.0908961

(Tab.4)
Plan lini  Miary ze wspétrzednych przyblizonych  Diug. zreduk Btad Kat. kier. Red. kier. Blad
Nr(i)NrO) Ao s0 DO D’ e=DD TO £ er-o6*

1 2 362723257 33055.66552 33067.8091 33070.8314 0.0004 32.8588350 -65.625 0.010
1 3 36.0914185 66066.08439 66094.3182 66095.9935 -0.0015 32.6711456-133.447 0.012
1 4 359048515 99027.11273 99075.5066 99075.3366 -0.0025 32.4776160-203.073 0.008
3. Komentarz:
» Thustym drukiem zaznaczono w tabelach wielkosci dane (dtugosci linii geodezyjnych s i wspoétrzedne przy-
blizone) oraz wielkosci wynikowe (diugosci zredukowane D’ i wielkosci redukji kierunkow 6 ).
* Otrzymane w tabeli 4 wyniki nie r6znig sie istotnie od odpowiednich wielkoéci modelowych, otrzymanych
ze wspotrzednych bezbtednych.
» W przyktadzie przyjeto dane ekstremalne dla zadan geodezyjnych (dtugosci spotykane tylko dla dtugich
wektorow GPS, obszar odwzorowania ,,1992" o szczegodlnie duzych znieksztatceniach liniowych.
* Zaokraglajac wspdirzedne przyblizone do dziesigtek metrdw, dopuszczono ich blad < 5m W praktyce
wyrdwnan sieci bedziemy jednak dysponowac lepszymi przyblizeniami wspdirzednych, uzyskiwanym w
kalgjnych iteracjach procesu wyrdwnawczego.
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b) Metoda interpolacyjna

Metode interpolacyjng stosujemy w zasadzie tylko do redukowania dtugosci
(mozliwe jest réwniez interpolacyjne konstruowanie poprawki kierunku, ale ze
wzgledu na matg efektywnos¢ praktyczng i trudnoS¢ w ocenie btedu systematy-
cznego sposoby takie pomijamy). Metoda polega na wykorzystaniu skali elemen-
tarnej. Biorgc pod uwage, ze wzdtuz boku linii geodezyjnej skala elementarna moze
sie w pewnym zakresie zmieniaC, oblicza sie w zasadzie jej 3 wartosci, tj. w punk-
tach korncowych (mi m2) oraz w srodku boku (m3). W rezultacie do wyznaczenia
catkowitego znieksztatcenia dtugosci bierze sie skale ,Srednig” wyznaczong z
wzoru:

m=(ml+4- m3+m2)/6 (5.30)

[Nalezy podkresli¢, ze pierwsza metoda (empiryczna) zawiera zawsze mniejsze ryzyko
btedu, zwlaszcza dla linii diugich. W drugiej metodzie (jakkolwiek moze by¢ to malo istotne)
nalezy uwzgledni¢ dodatkowo réznice pomiedzy dtugoscia linii odwzorowanej a diugoscia
cieciwy. Ponadto, metode nalezy stosowac bardzo ,ostroznie”, zwtaszcza w przypadku
odwzorowah o szybko zmieniajacej sie skali liniowej, bo interpolacja ,$redniej” skali wedtug
(5.30) moze by¢ obarczona pewnym bledem metody (systematycznym). Dla typowych
odwzorowan stosowanych w obszarze Polski interpolacja w sensie (5.30) jest w zasadzie
bezpieczna. Nie zaleca sie jej jednak stosowac dla linii dtuzszych niz 10 km.]

Przyktadowa weryfikacja wzoru interpolacyjnego dla linii dtugiej

Postuzymy sie fragmentem testu przeprowadzonego w metodzie empirycznej.
Na odcinku (1-3) o dtugosci ok. 66 km zanotowano nastepujace znieksztatcenia
elementarne (mozemy je przeksztaicic na skale) g/ = 30.884, a3 = 42.698,
a2- 55.018. Dtugos¢ odcinka s = 66067.7579 m zredukowana wedtug ,S$red-
niej” skali wynosi D’ = 66096.0234 m, gdy tymczasem poprawnie zredukowana
dilugosc¢ D = 66095.9920. Roznica wynosi zatem ok. 3 cm, co - w zaleznosci od
celu zadania - moze by¢ efektem zaniedbywalnym. Tak dtugie linie nie wys-
tepujg oczywiscie w klasycznych pomiarach geodezyjnych, jakkolwiek moga
sie pojawi¢ w problematyce opracowan pomiaréw GPS.

5.12. Redukcje odwzorowawcze diugosci, katow lub kierunkéw w odwzoro-
waniu Gaussa-Krugera przy zastosowaniu wzoréw analitycznych

Wzory analityczne, wyrazajgce wielkosci redukcji odwzorowawczych obserwacji
wynikajg z wyprowadzenia relacji réznicowych pomiedzy odpowiednimi miarami
odwzorowanej linii geodezyjnej a miarami wektora (odcinka prostej) na ptaszczyz-
nie. Podane ponizej wzory pochodzg od J. Ba/cerzaka z opracowania dotyczgacego
podstaw teoretycznych ukfadu ,,1992”.

Redukcje odwzorowawczg dtugosci okresla sie wzorem:

AD=s ems (D=s+AD) (5.31)
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gdzie (ms - skala $rednia na dlugosci redukowanej):
ms= 1-(1/2) « U2 + (5/24) « U4 - (61/720) » U6+ U2 mAX « T mrf
- U mAY/2 + (5/12) mU3 mAY - (1/24) « U2 « AX2
+(4/3) mU- AX -AY =T -rf - (1/6) *«AY2
+(5/12) « U2 « AY2 (5.31)
oraz
AX= (X2-Xj) I(Rs*m0,AY=(Y2-K/)/(Rs *m0 (5.314a)
U=(Y1l-yO/(Rs "m0
Xi, Y1, X2, Y2 -wspotrzedne (przyblizone) pary punktow koncowych boku,
w konkretnej aplikacji odwzorowania Gaussa-KrCigera,

y0- parametr przesuniecia uktadu wspotrzednych w konkretnej aplikaciji
odwzorowania (np. w uktadzie ,,1992:y0= 500000.0),

Rs=a (1 -e?)1/2/[1- e2msi*"B)] (Sredni promien krzywizny elipsoidy dla
szeroksci B),
tf =e’2 «cos™(B), T=tg (B) (wielkosci pomocnicze)

e’ 2 - kwadrat drugiego mimosrodu elipsoidy (por. tab. 1.1).

mO - skala dtugosci na potudniku srodkowym w konkretnej aplikacji odwzo-
rowania (np. w uktadzie ,,1992> mO0= 0.9993),

Z tych samych argumentow okresla sie poprawke redukcyjng kierunku:
occ={-[(1/2) U+ (1/6) ' U3} *AX-U2 mAY mT -r? (5.32)
+(2/3) ¢ U «AX2 o T -1/2-[ 1/6-(1/4) « U2] « ¢ X- AY

(2/3) *AY ¢ T 12 *AY2]} mcc
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Test praktyczny - weryfikacja wzorow analitycznych (5.31) i (5.32) na
redukcje diugosci i kierunku linii geodezyjnych

Postugujemy sie ponownie przykiadem danych podanym w metodzie
empiryczne;j.

Zredukowane wedtug wzoru (5.31) diugosci linii geodezyjnych réznity sie w
stosunku do miar doktadnych kolejno o wartosci: 0.0005m (dla s = 33 km),
0.0011 (dla s =66 km) i0.0019 (dla s = 99 km) (miary obliczone wedtug wzoréw
(5.31) byly dtuzsze od miar doktadnych). To potwierdza jednak ,praktyczng”
zgodnos¢ obu metod.

W zakresie redukcji kierunku stwierdzono natomiast (w analogicznej kolejnosci)
réznice: -0.06 [c], -0.47 [cc], -1.60 [cc]. Aplikacje wzoru (5.32) nalezy wiec
ograniczy¢ w zasadzie do dtugosci < 30 km.

[Wzory (5.31) i (5.32) spetniajg niezbedne kryteria dokltadnosciowe (numeryczne) dla zas-
tosowan w osnowach geodezyjnych wszystkich klas. W latach 1996-97 byly uzywane w
procesach obliczeniowo-wyréwnawczych sieci |i Il klasy panstwowej w uktadzie ,1992" ]

5.13. Redukcje odwzorowawcze pol powierzchni (w zastosowaniu uogol-
nionym do dowolnych odwzorowan konforemnych)

Podstawg redukcji odwzorowawczej pola powierzchni jest elementarna skala
potowa réwna kwadratowi elementarnej skali liniowej:

w = m2 (5.33)

Elementarne znieksztatcenie polowe wynosi natomiast r = @ -1. JeSli S jest
polem ptata powierzchni elipsoidy, to odpowiadajace pole ptata odwzorowanego na
ptaszczyznie réwna sie:

S0=S +0=S+AS, AS=S't (5.34)

gdzie: AS - poprawka odwzorowawcza pola, zas z oznacza elementarne zniek-
sztatcenie polowe wziete jako wartos¢ przecietna, wyznaczona dla kilku punktow
roztozonych réwnomiernie w danym obszarze (np. w siatce kwadratow o boku 100
m). Z wzoru (5.34) wynika réwniez operacja odwrotna, polegajgca na wyznaczeniu
pola ,w naturze” (na elipsoidzie), gdy dane jest pole powierzchni w odwzorowaniu.

Postepowanie powyzsze musi by¢ ograniczone obszarowo ze wzgledu na nielinio-
wa zmiennoS¢ elementarnej skali polowej ijej wplyw na doktadno$¢ numeryczng
wielkosci redukcji AS . Jesli wezmiemy pod uwage dowolng strefe 3-stopniowg
uktadu ,2000”, to maksymalny gradient elementarnego znieksztatcenia liniowego
(zmiana wartosci znieksztatcenia na odcinku 1 km), jaki wystepuje na granicy stref
(najwiekszy gradient dla szeroko$ci najmniejszych, czyli w okolicach rownoleznika
49°) wynosi do ~ 2.7 mm/km, przy samym znieksztalceniu o wartosci o ~ +70
mm/km. Niech S = 1 km2. Elementarne znieksztaicenie polowe r z tytutu zmien-
nosci znieksztatcenia liniowego waha w granicach od ~0.000135 do ~0.000145
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(niemian.), z czego wynika, ze wielko$¢ redukcji pola moze mie¢ rozproszenie
wartosci pomiedzy 130 a 145 rrfP. Wprawdzie usrednienie elementarnego znieksz-
talcenia polowego w danym obszarze zmniejszy te wahania, lecz niekoniecznie
wyeliminuje catkowicie istotng wartoS¢ btedu okresSlenia redukcji pola. Biorgc pod
uwage, ze powyzszy przyktad dotyczy pewnych warunkéw ekstremalnych, przyj-
mujemy regute, ze opisany sposob redukcji bedzie mie¢ zastosowanie do obszaréw
0 rozciggtosci nie wiekszej niz 1 km. Alternatywg moze byC¢ podziat obszaru na
podobszary o indywidualnie okreslonych znieksztalceniach przecietnych lub zas-
tosowanie metod analitycznych (obliczenie pdl powierzchni ptaskich ze wspétrzed-
nych w ukfadzie odwzorowawczym oraz pél odpowiadajacych ptatéw powierzchni
elipsoidy przyblizonej sferg).
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6. Realizacja ukfadu ,,1965” oraz GUGIK-80 (operacje 4 i5)

6.1. Zgodnie z informacjami o uktadach wspoitrzednych podanymi w rozdziale 1
uktad wspétrzednych ,,1965” jest podzielony na 5 stref odwzorowawczych. W pier-
wszych czterech strefach zastosowano odwzorowania quasi-stereograficzne, nato-
miast w strefie pigtej - zmodyfikowane odwzorowanie Gaussa-Krugera. W kazdym
przypadku elipsoidg odniesienia byla elipsoida Krasowskiego. Poszczegdlne
uktady wspoétrzednych nazwaliSmy odpowiednio: xy65/1 xy65/2 xy65/3 xy65/4
xXy65/5. Tabela 6.1 zawiera podstawowe parametry ukladow wspotrzednych oraz
niektére uzyteczne parametry pochodne. Dane te odnosza sie rowniez do jedno-
strefowego ukfadu .GUGIK-80, w ktérym zastosowano odwzorowanie quasi-stere-
ograficzne.

6.2. Kazde odwzorowanie quasi-stereograficzne jest zdefiniowane poprzez punkt
przytozenia ptaszczyzny odwzorowawczej (B0, LO), zwany tez punktem gtdwnym

lub Srodkowym odwzorowania (rys. 6.1) oraz skalg dlugosci mO w punkcie

gtownym, ktorg nazywamy tez skalg podobienstwa odwzorowania. Potudnik prze-
chodzacy przez punkt gtbwny nazywamy potudnikiem Srodkowym.

Rys. 6.1. Parametry lokacyjne odwzorowania quasi-stereograficznego

Konstrukcja odwzorowania quasi-stereograficznego opiera sie (podobnie jak od-
wzorowanie Gaussa-Krugera) na dwéch zatozeniach:
- zasadzie odwzorowania potudnika srodkowego,
- warunku wiernokatnosci odwzorowania.
Potudnik srodkowy powinien odwzorowac sie w linii prostej, a dowolny punkt tego
potudnika o szerokosci geodezyjnej B powinien odwzorowac¢ sie w punkt o
wspotrzednej (rys. 6.2):

X=m0-2+Rs etg[As/(2"' Rs)] (6.1)
gdzie:

Rs - Sredni promien krzywizny elipsoidy w punkcie o szerokosci BO obliczony z
wzoru:

Rs=(Rm -Rn) V2 (6.2)
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rm, RV~ gtébwne promienie krzywizny powierzchni elipsoidy w punkcie o
szerokosci geodezyjnej BO, przy czym RN (promien krzywizny
przekroju w pierwszym wertykale) bytjuz okreSlony wzorem (4.2),
natomiast Rm (promien krzywizny przekroju potudnikowego)

wyraza sie wzorem:

RM=a «(1-€2 /[ 1-e2 msin2(Ba)}32 (6.3)

As - dlugos¢ odcinka tuku potudnika elipsoidy, liczac od punktu gtéwnego
strefy (Ba, LO) do punktu {B, LO) (rys. 6.2).

Rys. 6.2. Zasada odwzorowania potudnika Srodkowego: tuk As rozciggamy na
sferze o promieniu Rs (stycznej do elipsoidy w punkcie gtébwnym), a

nastepnie stosujemy rzut stereograficzny

Ptaszczyzna odwzorowania Ptaszczyzna odwzorowania
Gaussa-Kragera guasi-stereograficrnego

Rys. 6.3. llustracja przeksztatcenia pomiedzy ptaszczyznami odwzorowawczymi
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Tabela 6.1
UKLAD ,,1965” - parametry podstawowe i pochodne

STREFA 1 (odwzorowanie quasi-stereograficzne)
BO=50°37'30"= 182250.000000 " - 181570.692447321 "

LO=21° 05’ 00" = 75900.000000 " Q= 210923.115004595"
X0=5467000.0000 m 6382390.1649837 m
YO = 4637000.0000 m So= 5610467.5770417 m
mO= 0.9998 Mo= 5605231.5783400 m

STREFA 2 (odwzorowanie guasi-stereograficzne)
BO=53°00’07"= 190807.000000” - 190141.077483270’

LO=21° 30’ 10"= 77410.000000” Q= 224733.035688177*
X0=5806000.0000 m Rs = 6384119.4273046 m
YO = 4603000.0000 m so= 5874939.8741150 m
mO = 0.9998 Ao = 5869806.1756747 m

STREFA 3 (odwzorowanie quasi-stereograficzne)
BO=53°35’00"= 192900.000000” Po — 192238.054488812"

LO= 17°00’30”"= 61230.000000" Q= 228226.286662695"
X0=5999000.0000 m Rs= 6384536.7935655 m
YO = 3501000.0000 m P= 5939644.7701117 m
mO = 0.9998 Mo= 95934541.5223989 m

STREFA 4 (odwzorowanie quasi-stereograficzne)
BO=51°40" 15" = 186015.000000" Po - 185341.009526806"

LO= 16°40'20"= 60020.000000” Qo = 16909.380486742”
X0=5627000.0000 m Rs= 383155.1651299 m
Y0 = 3703000.0000 m s0= 5726819.6678288 m
mO = 0.9998 ro= 9721624.2630263 m

STREFA 5 (odwzorowanie Gaussa-Kriigera)
LO= 18°57'30"= 68250.000000" (potudnik $rodkowy)

X0=-4700000.0, YO=237000.0 (parametry przesuniecia uktadu wspétrzednych)
mO0 = 0.999983 (skala dlugosci na potudniku $rodkowym)

Objasnienia dla stref 1 - 4 :

BO, LO- wspotrzedne geodezyjne punktu gtéwnego,

X0, YO- wspotrzedne ptaskie punktu gtéwnego,

mO - skala dlugosci w punkcie gtéwnym,

48 - szerokos¢ geograficzna punktu gtéwnego w odwzorowaniu Lagrange'a,

q0 - szerokos$¢ izometryczna punktu gtéwnego,

Rs - sredni promien krzywizny powierzchni elipsoidy w punkcie gtéwnym,

SO - dlugos$¢ tuku potudnika elipsoidy od réwnika do punktu gitéwnego strefy,

fio - odpowiadajgca sOdtugos¢ tuku potudnika sfery Lagrange’a o promieniu RO,
ktérego wartos¢ podano w tabeli 1.1.
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Tabela 6.2

UKLAD GUGIK-80 - parametry podstawowe i pochodne
(odwzorowanie quasi-stereograficzne)

BO = 52° 10'00"= 187800.0" po ~ 187128.845285428"
Lo= 19° 10' 00" =69000.0" Qo= 219796.089757086"
X0= 500000.0000 m Rs= 6383515.6754446 m
YO0 = 500000.0000 m g0 = 5781989.9020447 m
mO0 = 0.9997142857 Mo= ©776816.1737694 m

Objasnienia parametrow analogiczne jak w tabeli 6.1.

Uwaga dodatkowa: przy faktycznej realizacji uktadu GUGIK-80 dla map
topograficznych w skalach 1:100000 dokonano dodatkowej (zamierzonej)
translacji uktadu o kilkadziesigt metréw.

Zgodnie z powyzszym okresleniem dilugos¢ As mozna wyrazi¢ rowniez jako
réznice odcietych pary punktéw w odwzorowaniu Gaussa-Krugera, z potudnikiem
Srodkowym LO i skalg mO= 1\

As =s - s0=Axgk (6.4)

6.3. Z wtasnosSci okreSlonych w p. 6.2 wynika, ze pomiedzy odwzorowaniem quasi-
-stereograficznym, z punktem gtéwnym (BO, LO) i skala mO, a odwzorowaniem
Gaussa-Krugera, z potudnikiem Srodkowym LOi skalg jednostkowg na potudniku
Ssrodkowym, zachodzi bezposrednia zalezno$¢ w dziedzinie zespolonej:

W =tg (W) (6.5)
gdzie tg oznacza funkcje tangensa zespolonego,
w = (u,\A, u=(xgk-s0)/(2- Rs), V=yGK/{2- Rs) (6.5a)

jest przeksztatcong, zespolong wspoitrzedng Gaussa-Krugera (odcieta przesunieta
o wielkosS¢ sOi obie wspétrzedne unormowane dzielnikiem 2« Rs ),

W =(U,V),U=x/(2- RS'm0), V=y/(2-Rs Em0) (6.5b)

jest zespolong, scentrowang i unormowang wspotrzedng w odwzorowaniu quasi-
-stereograficznym, przy czym w konkretnych aplikacjach do stref 1-4 uktadu ,1965”
lub uktadu GUGIK-80 podstawiamy: x = X - X0,y = Y - YO, gdzie X0, YOoznaczaja
parametry przesuniecia poczatkow uktadoéw wspétrzednych, podane w tabeli 6.1
lub 6.2.

[Zalezno$¢ powyzsza zostata sformutowana przez J. Panasiuka, B. Gdowskiego i J.
Ba/cerzaka w roku 1993 w pracy ,The Roussilhe projection of the entire ellipsoid” (16th Int.
Cartographic Conference, Cologne, 1993).

Analogiczng formute zespolona, ale w uproszczeniu do sfery (odwzorowanie stereograficzne
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i Mercatora) przedstawit R. Kadajw referacie ,Wzajemne przeksztatcenie ptaszczyzn odwzo-
rowan kartograficznych”. VI Ogolnopolskie Seminarium Két Naukowych Geodetéw, Wroctaw,
13-14X11 1968.]

Wz6r (6.5) moze stanowi¢ zaréwno formalng definicje odwzorowania quasi-stere-
ograficznego, jak tez (w zaleznosci od mozliwosci narzedzi programowania)
definicje algorytmu numerycznej realizacji odwzorowania quasi-stereograficznego
w oparciu o dostepne procedury odwzorowania Gaussa-Krugera oraz funkcje
zespolong tangens.

Z przeksztalcenia (6.5) wynika wprost zespolona zaleznos¢ odwrotna

w = arc tg (W) (6.6)

ktéra definiuje odwrotne odwzorowanie quasi-stereograficzne w stosunku do od-
wzorowania Gaussa-Krugera. Moze by¢ ono réwniez algorytmem postepowania w
przypadku, gdy dysponujemy procedurami obliczeniowymi funkcji zespolonych o
odpowiedniej precyziji.

6.4. Algorytm szczegdtowy A realizacji uktadu ,,1965” z wykorzystaniem pro-
cedur odwzorowania Gaussa-Krugera

Formute (6.5) z funkcja zespolong tangens przedstawiamy za pomoca rozwinie-
cia w szereg Taylora, ograniczajgc sie do wyrazéw stopnia 9 i zapisujgc w postaci
nastepujgcego wzoru Homera:

W =w* (a/ + w2- (a5+ w2* (E5+ w2 « (a7+\N2- ag)))) (6.7)
gdzie wspotczynniki:

al=1

a3= 1/3

a5=2/15

a7= 17/315

a9= 62/2835

Zgodnie z formutami Gaussa-Krugera (opisanymi w rozdziale 5, ale tym razem przy
uwzglednieniu parametrow elipsoidy Krasowskiego) i wzorami (6.5a), dla dowolnego
punktu transformowanego wyznaczamy argument zespolony w = (u, v). Wykonanie
operacji wskazanych w formule (6.7) bedzie prowadzi¢ do wyznaczenia zmiennej
zespolonej W zwigzanej juz bezposrednio ze wspétrzednymi odwzorowania quasi-
-stereograficznego poprzez zaleznosci (6.5b). Ostateczne wartosci wspotrzednych
dla danej strefy uktadu ,1965” otrzymamy po dodaniu odpowiednich statych X0, YO,

wedtug danych z tabeli 6.1 lub dla ukladu GUGIK-80 wedtug tabeli 6.2.

[Objasnienie. Obliczenie wartosci wielomianu zespolonego w postaci (6.7) musi przebiegac
zgodnie z zasadami operacji arytmetycznych na liczbach zespolonych. Do wykonania tego
obliczenia (rozpoczynajac od wyrazenia w nawiasie wewnetrznym) wystarczy wiedzie¢, jak
wykonuje sie dodawanie i mnozenie dwéch liczb zespolonych (wyniki tych operacji, jak i koh-
cowa warto$¢ wielomianu jest tez liczbg zespolong). Niech dla przyktadu, w| = (ui, v1),
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W2 = {U2>\2) beda dwiema liczbami zespolonymi. Wynikiem ich dodawania i mnozenia sg
liczby zespolone okreslone nastepujaco:

W] + W2 = (Ul+u2, vi+wv2)
(6.8)
W e W2= (i U2 -VFE V2, Uy V2+ U2- Vi)

(potegowanie liczby zespolonej jest zdefiniowane oczywiscie przez mnozenie).]

W analogii do formuty (6.7) mozemy utworzy¢ algorytm odwzorowania odwrotnego
(6.6), poprzez rozwiniecie funkcji zespolonej arcus tangens:

w =W* {bl+ W2- (b3+ W2- &5+ W2 « {b7+ W2* b9)))) (6.9)
gdzie:

bl1=1

b3=-1/3

b5= 1/5

b7=-1/7

b9= 1/9

Dla danych wspotrzednych punktu w okreslonej strefie uktadu ,,1965”, po ich scen-
trowaniu i unormowaniu, wyznaczamy liczbe zespolong W. Z wzoru (6.9) otrzymu-
jemy wynikowg liczbe zespolong w, a w oparciu 0 nig - wspo6trzedne Gaussa-
-Krugera, uwzgledniajac zaleznosci (6.5a). Algorytm odwrotny odwzorowania
Gaussa-Krugera prowadzi w efekcie do wyznaczenia odpowiednich wspotrzednych
geodezyjnych B, L.

6.5. Algorytm szczegotowy B realizacji ukladu ,,1965” przy wykorzystaniu
wspotrzednych odwzorowania poprzecznego Mercatora

Zaréwno odwzorowanie quasi-stereograficzne (zrealizowane w strefach 1-4
uktadu ,,1965), jak tez odwzorowanie Gaussa-Krugera (zrealizowane w strefie 5)
mozna otrzymac przez przeksztalcenie innego, prostszego odwzorowania tej samej
elipsoidy (Krasowskiego). Tym wyjSciowym odwzorowaniem dla ,konstrukcji”
ukladu ,,1965” moze by¢ opisane w rozdziale 5 odwzorowanie poprzeczne
Mercatora, skonstruowane na sferze Lagrange’a, bedgcej tym razem wiernokatnym
odwzorowaniem powierzchni elipsoidy Krasowskiego. Z uwagi na wiernokgtnosc¢
wszystkich odwzorowan szukane przeksztatcenia dajg sie utworzyC przy wykorzys-
taniu zespolonych szeregéw potegowych (wielomianéw zespolonych). Podajemy w
dalszym ciggu uzyskane funkcje odwzorowawcze dla wszystkich stref ukiadu
,1965" przy wykorzystaniu wspoétrzednych odwzorowania poprzecznego Mercatora.

Odwzorowanie ,wprost” dla kazdej strefy uktadu ,,1965”, jak tez dla uktadu GUGIK-80
mozna wyrazi¢ ogolnym, aproksymujacym wielomianem zespolonym:

Z=20+m0+2 aj-i (6.10)
j=1...7

gdzie:
Z=(X Y) -wspolrzedne ostateczne w uktadzie ,1965",
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Zo= ( X0,Y0) - wspotrzedne punktow gtownych stref 1-4 uktadu ,1965” lub
,GUGIK-80" (tab. 6.1, 6.2) lub umownego punktu na
potudniku $Srodkowym strefy 5 (odpowiednie wartoSci
podano w tabeli (6.3), ktére r6znig sie (!) od podanych w
tabeli (6.2)),

zZ = (XM-ju0, yM) «c (c -faktor normujgacy (por. tab. 6.3)) (6.10a)

- unormowany argument zespolony, jakim sg ,przesuniete”
wspotrzedne odwzorowania Mercatora (XM yM).

W tablicy 6.3 (z kontynuacjg) podano wykazy wspotczynnikow wielomianow dla
poszczegolnych stref i uktadu GUGIK-80 oraz parametry: mO - centrujgca wartosc
wspotrzednej Mercatora dla punktu gtownego strefy, c - faktor normalizujgcy argu-
ment wielomianu. Brakujgce parametry dla realizacji formut odwzorowawczych
pobieramy z tabeli 6.1 i 6.2 (parametry centrujgce X0, YOw ukiladzie ,1965".
Wszystkie wielomiany sg stopnia 7. To wystarczy, by w obszarze kazdej strefy
uzyskac poprawne wspotrzedne z doktadnoscig wyzszg niz wymagania praktyczne.
Przypomnijmy jeszcze, ze pozyskanie wejsciowych wspotrzednych Mercatora w
oparciu o wspoétzedne geodezyjne B, L bylo omdéwione w poprzednim rozdziale
dotyczgcym odwzorowania Gaussa-Krugera.

Odwzorowanie odwrotne do opisanego realizujemy za pomoca zespolonych
szeregdbw potegowych, takze 7. stopnia:

z=20+ 2 bj7) (6.11)
H...7
przy czym oznaczono:
z=(*m/m), Zo=C'0, 0) (6.11a)
Z=(X-X0 Y-Y0) ec/mO (6.11b)

SposOb wyznaczenia wartosci wielomianu zespolonego byt juz omoéwiony
wczesniej.

6.6. Algorytm szczego6towy C wykorzystujgcy wspotrzedne izometryczne (q, i)
oraz inne rozwigzania

[Niezaleznie od przedstawionych juz algorytméw odwzorowania zastosowane w kazdej stre-
fie uktadu ,1965" mozna otrzymac jako przeksztalcenie dowolnego innego odwzorowania
wiernokatnego elipsoidy. W algorytmie A odwzorowaniem pierwotnym bylo odwzorowanie
Gaussa-Krugera, natomiast w algorytmie B - ztozenie odwzorowania Lagrangeaelipsoidy na
sfere oraz wiernokatnego odwzorowania walcowego poprzecznego Mercatora. Zamiast tego
ostatniego mozna by rownie poprawnie przyja¢ wiernokatne odwzorowanie walcowe nor-
malne Mercatora. Takie ujecie prowadzi wprost do zastosowania wspoétrzednych izome-
trycznych (q, f), ktére sa w istocie réwne wspoétrzednym odwzorowania Mercatora (normal-
nego) dla umownej sfery o promieniu jednostkowym. Uzywane w wariancie B wspétrzedne
Mercatora (poprzecznego) stanowig odpowiedniki wspétrzednych izometrycznych - statyby
sie nimi doktadnie wtedy, gdyby uktad wspoitrzednych geograficznych sfery obréoci¢ o 90° do
pokrycia sie rownika z ptaszczyznag potudnika stycznosci walca ze sferg. Ze wzgledow
numerycznych wykorzystanie wspoétrzednych Mercatora ,poprzecznego” lub izometrycznych
(Mercatora ,normalnego”) jest najkorzystniejsze wtedy, gdy obszar odwzorowywany jest

62



Tabela 6.3

PRZEKSZTALCENIE ODWROTNE
(XjY)i965 =+ (xjY)MERCATOR
(lub GUGIK-80)

PRZEKSZTALCENIE WPROST

(XYYMERCATOR ™ (XY) 1966
(lub GUGIK-80)

STREFA 1 Parametry ogolne: ju0 = 5605231.5783400 m (wspotrzedna x
Mercatora dla punktu gtdbwnego strefy), ¢ = 3.0 « 10'6 (faktor
normujacy), m0 = 0.9998 XQ= 5467000.0 YO = 5637000.0

ai = 333227.0624101556 bi = 333439.6381478428
a2 = -28.6675217281 b2 28.6949579361

= 75.8952783619 b3 = -75.9872022511
ad = 0.0065401850 b4 = -0.0392479709
a5 = 0.0206512101 b5 = 0.0312507059
36 = -0.0000004759 b6 = 0.0000401874
a7= 0.0000057158 b7= -0.0000153275

STREFA 2 Parametry ogodlne: /u0 = 5869806.1756747, ¢ = 3.0 m10'6,
m0 = 0.9998 X0 =5806000.0 YO=5603000.0

ai = 333181.9827849548 bi = 333484.7526338929
a2 = -28.0950601085 b2 = 28.1333647140
a3 = 75.9055149002 b3 = -76.0387848715
a4 = 0.0063802342 b4 = -0.0384695549
a5 = 0.0206265298 b5 = 0.0313225152
36 = -0.0000004820 b6 = 0.0000394335
ar= 0.0000056994 b7 = -0.0000154337

STREFA 3 Parametry ogolne: ju0 = 5934541.5223989, ¢ = 3.0 m10'6,

mO0 = 0.9998 X0=599000.0 YO= 3501000.0

3i = 333171.1028912454 bi = 333495.6427700162
a2 = -27.9254488581 b2 = 27.9662618007
a3 = 75.9079748119 b3 = -76.0512394117
34 = 0.0063346229 b4 = -0.0382385356
a5 = 0.0206205581 b5 = 0.0313398948
3q= -0.0000004872 b6 = 0.0000392133
a7 = 0.0000055657 b7 — -0.0000152892

STREFA 4 Parametry ogolne: ju0 =5721624.2630263, ¢ = 3.0 »« 10'6,
mO0 = 0.9998 XO0=5627000.0 YO=3703000.0

31 = '333207.1195991902 bi = 333459.5948752984
32 = -28.4397326812 b2 = 28.4720625239
33 = 75.8998158215 b3 = -76.0100177912
a4 = 0.0064749804 b4 = -0.0389384167
a5 = 0.0206401938 b5 = 0.0312825358
36 = -0.0000004287 b6 = 0.0000398372
37 = 0.0000057246 b7= -0.0000153393
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Tabela 6.3 c.d.

STREFA 5 Parametry og6lne: /u0 = 5500000.000000, ¢ =3.0 - 10'6,
mO0 = 0.999983

X0= 5505266.6847655941- mO- 4700000 YO = 237000.0
al= 333245.2190803275 bl=  333421.4708848618
al = -28.8406389500 b2 = 28.8635224876
a3= 0.1662497262 b3 = -0.1614283309
ad = 0.0262526680 b4 = -0.0263583429
ab = -0.0001027477 b5 = 0.0000894755
a6 = -0.0000100419 b6 = 0.0000102010
ar7= 0.0000008933 b7= -0.0000008728

GUGIK - 80 Parametry ogolne: ju0= 5776816.1737694, c = 2.0 - 10'6,
mO0 =0 .9997142857 X0=500000.0 YO=500000.0

ai = 499796.5823740662 bl=  500203.5004170152
az2= -63.7165763633 b2 = 63.7944061334
33= 256.1690783300 b3= -256.5701045051
ad= 0.0326088612 b4 = -0.1962905015
a5 = 0.1566979491 b5= 0.2376643078
a6= -0.0000051888 b6= 0.0004521744
ar= 0.0000975391 b7= -0.0002624705

SYNTEZA WZOROW

Z=2Z2,+m0+2 a, *z z=2+ =2

1-1—7 J=1-7
Z=(X,Y), Z20= (X0, YO z = ((m>ym)i Z0= (M>
Z=(XM-p0, yM <c Z=(X-X0 Y-Y) ec/ mO

gdzie: (xM yM -wspétrzedne Mercatora

Uwagi -

* Wszelkie deklarowane zmienne ifunkcje powinny mie¢ co najmniej 8-baj-
towg diugos¢. Blad numeryczny przeksztalcenia wspotrzednych w obszarze
stref nie wykracza poza poziom setnych czesci milimetra.

* W strefie 5 warto$¢ juO jest wielkosScig przyjeta jako umowny parametr cen-
trujgcy wspotrzednych Mercatora, skutkiem tego wspoétrzedna centrujgca X0
rézni sie od tej podanej w tabeli 6.1

potozony w otoczeniu okregu stycznosci walca ze sferg. Dla obszaru Polski (potozonej
daleko od réwnika) mniej korzystne byloby zatem operowanie wspétrzednymi izometryczny-
mi, stad tez w prezentowanych poprzednio algorytmach oparliSmy sie na wspdirzednych
Mercatora poprzecznego. Pomimo isthienia wspomnianych uwarunkowarn numerycznych
przeprowadzone badania numeryczne nie potwierdzaja istnienia réznic pomiedzy
wyréznionymi rozwigzaniami, ktore mogltyby miec realne znaczenie praktyczne. Dlatego dla
celéw porownawczych (testowych) przytaczamy réwniez stosowne wzory odwzorowan w
uktadzie ,1965" przy wykorzystaniu wspétrzednych izometrycznych (q, i).]
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Analogicznie do wspotrzednych Mercatora ,poprzecznego” dla sfery jednostkowej,
oznaczonych przez a, i3 - por. wzory: (5.5b) oraz (5.4), wspoirzedne izometryczne
[0, ) pozostajg w jawnym zwigzku ze wspotrzednymi geograficznymi (< I):

g=Intg [p/2 +jt/4) lub (odwrotnie) =2 earctg[ exp(q) ] -n/2 (6.12)

=L -LO (w rozdziale 5, przy omawianiu odwzorowania poprzecznego
Mercatora, te wielkoS¢ oznaczano przez AA)

(za LObedziemy przyjmowac dtugosc¢ geodezyjna punktu gtdwnego w danej strefie
uktadu ,1965"). Tak wiec w analogii do algorytmu B tutaj postugujemy sie podobny-
mi wielomianami przeksztatcajgcymi wspétrzedne (g, I) na wspotrzedne w uktadzie
,1965". Tabela 6.4 zawiera wykazy wspétczynnikéw wielomianéw i parametréw
numerycznych dla poszczegélnych stref uktadu ,1965” oraz przedstawia syntety-
czne wzory stosowane w transformacjach ,wprost” i odwrotnych.

Istnieje kilka innych realizacji uktadu ,,1965”. Do podstawowych nalezy zaliczyc
sposéb wyrazajacy wspotzedne w ukitadzie odwzorowawczym wprost w funkcji
wspotrzednych geodezyjnych. Konkretne algorytmy tego rodzaju znajdziemy w
podreczniku /. Gajderowicza*).

6.7. Znieksztatcenia elementarne oraz konwergencje w ukiladach ,,1965” i
GUGIK-80 wyrazone wzorami aproksymacyjnymi

Stosownie do wzorow (5.16), (5.17) sktadowe pola znieksztalcen w odwzorowaniu

quasi-stereograficznym mozna by wyrazi¢ jako ztozenie odpowiednich parametrow
odwzorowan czgstkowych, z ktérych konstruuje sie prawa odwzorowawcze.
Ostateczne formuly sprowadzajg sie do prostych wzoréw algebraicznych.
Znieksztalcenia elementarne dlugosci w uktadzie ,1965” mozna przedstawic
dostatecznie dokfadnie za pomocg nastepujacych formut aproksymacyjnych:

o=alo+32 «u2+al@’ \2+312- u- (strefy 1-4 ,1965”)  (6.13)
a=al0+al2.wv+al2eu- (strefa 5 ,1965") (6.14)

gdzie argumenty u, i“sg odpowiednio scentrowanymi i unormowanymi wspoétrzed-
nymi punktéw,

u=(X-X0)-c, v={Y-YO-c, (6.14a)

natomiast X0, YO, ¢ oraz wspoétczynniki aywielomiandéw sg - dla poszczegoélnych

stref uktadu ,1965” - wielkoSciami statymi. Wyszczegolniono je w tabeli 6.5. We
wzorze (6.13) adekwatnym dla odwzorowan quasi-stereograficznych zachodzi
320 = 3Q2-

) Gajderowicz /./Kartografia matematyczna dla geodetéw. Wyd. ART w Olsztynie. 1991 , wyd. Il -1999.
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Tabela 6.4

REALIZACJA ODWZOROWANIA OUASI-STEREOGRAFICZNEGO DLA
POSZCZEGOLNYCH STREF UKLADU ,,1965” PRZY WYKORZYSTANIU
WSPOLRZEDNYCH IZOMETRYCZNYCH

PRZEKSZTALCENIE WPROST

(a, 1965

PRZEKSZTALCENIE ODWROTNE

(x>y)l965 = ()

STREFA 1 Wspdirzedna izometryczna punktu gtdwnego: 0=210923.115004595[ "],

at =
az2=
a3 =
a4 =
ab =
a6 =
a’7=

Wspotrzedne ptaskie punktu gtownego:
Skala w punkcie gtéwnym;
0.6 »« 10'4 (faktor normujacy) d=

327607.3515430263 bi =
-10231.3425781035 b2 =
141.0895055685 b3 =
1.1908592360 b4 =

- 0.0966834909 b5 =
0.0018411637 b6 =
0.0000004325 b7=

b& =

b9 =

STREFA 2 Parametry ogoine;

C=
ai =
az2-=
a3 =
a4 =
a5 =
a6 =
a’7=

06.-W 4
310811.6965097071
-10028.8398721940
154.3395314224
0.5006773332
- 0.0835020691
0.0018994452
-0.0000110886

STREFA 3 Parametry ogdine:

Cc=
ai =
a2 =
a3 =
a4 =
ab =
a6 =
a’7=

0.7mW 4
262817.3053570458
-7323.9640231092
98.9525992482
0.1823961793
- 0.0370208951
0.0007523048
- 0.0000042986

LO= 75900.0["]
X0=5467000.0, YO= 46370000,
D= 0.9998

0.3 ¢ 10'5 (faktor normujacy)
16957.9697445379
538.8624858172
26.6854179294
1.4543487532
0.0848325172
0.0051525457
0.0003219021
0.0000205406
0.0000012902

0= 224733.035688177, LO= 77410.0
X0=5806000.0, YO=4603000.0, mO= 0.9998

03 -10'5
17874.3451998192
618.5358492953
32.5997059066
1.9015619897
0.1185861657
0.0077016300
0.0005144506
0.0000350782
0.0000025951

00=228226.286662695, LO= 61230.0
X0=5999000.0, YO=3501000.0, mO=0.9998

d=

04 W 5
13589.0160146667
360.2187418498
14.4679231874
0.6438775936
0.0306291368
0.0015174173
0.0000773229
0.0000040196
0.0000002079



STREFA 4 Parametry ogdlne:

Tabela 6.4 c.d.

00=216909.380486742, LO=60020.0
X0=15627000.0, YO=3703000.0, mO=0.9998

d=

bi
b2

c= 0.6 - 10-4

ai = 320285.8527160487
a2= -10150.8545599975
a3= 147.2760090614
a4 = 0.8828684018
a5 = -0.0911193529
a6 = 0.0018804394
a7 = -0.0000039810

b3
b4
£5
b6
b7
b8
b9

STREFA 5 Wspdirzedna izometryczna centrujgca:
Diugos¢ geodezyjna potudnika Srodkowego:  LO= 68250.0 [ 7],

cC =

a

a2 =
a3 =

ad=

ab =

a6 =

a7 =

Wspdirzedne ptaskie centrujace:
Skala w potudniku Srodkowym:

08«W 4
248401.8357604078

-5774.7642812267
26.7809815640
2.6129242146

- 0.0893009269
0.0007488489
0.0000453037

X0=5552694.451723232 « m0 - 4700000

d =
bi
b2
b3
b 4
b5
b6
b7
b8
bg

0.3+ 10'5
17345.6164499414
572.1311286823
29.1035154249
1.6336118604
0.0980895169
0.0061333515
0.0003945082
0.0000258856
0.0000015764

0= 208000.0000000000 [

YO=237000.0
m0=0.999983

0.4 « 10-5
12580.42232430972
294.34718626987
12.39998104380
0.51004971724
0.02313984037
0.00108099850
0.00005208507
0.00000256730
0.00000013332

SYNTEZA WZOROW

Z=20+m0jJL " aj m0

B=(q"-q0" /") *c
Z=(X, Y), Z0= (X0, YO

qg"=q[rad] -p”,1”"=L"-L,

p”=648000.0/ 3.141592653589793

p=p0+1.

o w2

Z=(X-X0 Y-YO) md/mO

p=(a%/"), Po=(q0’ O

Uwaga: podany dla strefy 5 parametr
centrujgcy X0rozni sie od identycznie

oznaczonego parametru w tabeli 6.2

- tam jako parametru przesuniecia
wspotrzednej Gaussa-Krugera.
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Oznaczajac ponadto
d2=u2+v2 (6.15)

ktora to wielkos$¢ jest kwadratem odlegtosci danego punktu od punktu gtéwnego
strefy, zapiszemy wzo6r (6.13) w uproszczonej postaci:

a=alo+a20’ d2 +ai2-u- v2 (6.13a)

Ostatni czion w strefach 1-4 uktadu ,,1965” nie przekracza wartosci Imm/km, a wiec
dla wiekszosci prac geodezyjnych jest wielkoscig zaniedbywalng. Czton ten wynosi
7 mm/km w ukladzie GUGIK-80, obejmujacym obszar catego kraju, czyli dla d > 300
km (w tablicy 6.5, dla uktadu GUGIK-80, zilustrowano réwniez wplyw wyrazu
Szeregu zawierajgcego wspotczynnik a22, ale - jak widac - nie jest to jednak wptyw
praktycznie istotny). W Swietle wzoru (66a) izolinie znieksztatcen w kazdym odwzo-
rowaniu quasi-stereograficznym beda zblizone do wspotsrodkowych okregow (ze
Srodkiem w punkcie gtéwnym strefy) - rys. 6.4. Wzor (6.14) przyjety dla strefy 5 (z
odwzorowaniem Gaussa-Krugera) upraszcza sie réwniez tylko do pierwszych
dwoch sktadnikow (znieksztatcenie liniowe staje sie praktycznie funkcjg kwadratu
odlegtosci punktu od potudnika Srodkowego strefy). Uproszczenie powyzsze jest
zwigzane jednak z niewielkim stosunkowo obszarem strefy 5, dla ktérego skfadniki
znieksztalcen wyzszego stopnia nie sg praktycznie istotne.

Wszystkie wspoétczyniki a,ysg tak dobrane, by obliczona warto$¢ elementarnego

znieksztatcenia liniowego wyrazata sie w cm/km. Chcac teraz obliczy¢ elementarng
skale liniowg m, nalezy postuzy¢ sie definicja znieksztatcenia elementarnego przed-
stawiong w rozdziale 5.

Rys. 6.4. llustracja izolinii znieksztatcen elementarnych w strefach 1-4 ukladu
1965
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Tabela 6.5

Wpotczynniki wielomianéw aproksymujacych sktadowe pola
znieksztatcen w uktadzie ,1965” i GUGIK-80

elementarne znieksztatcenie liniowe konwergencja

STREFA 1 parametry centrujgce: Xg = 5467000.0 YO = 4637000.0 (punkt giowny strefy),
parametr numeryczny skalujacy: c=80 106

a@®= - 20.0000 Maksymalny wphyw oo = -40467.0078 Oszacowanie
a20= 68.2052 wyrazu szeregu na bu = - 3440.9144 reszty szeregu
a2 = 68.2052 znieksztalcenieo dla  b2i = - 245.7226 5+zedu
skrajnych obszar6w strefybos = 81.9102 dla skrajnych
al2= -0.0941 .. Acr<1mm10km b3i = - 17.9680 obszardw strefy:
bi3 = 18.0686
bai = -1.2983 1
b23 = 2.5818 Ay <0.02c
bos = - 0.2463 J

STREFA 2 xo =5806000.0 YO=4603000.0 ¢c=30 -106

a00 = -20.0000 boi = -44068.8494
a2o= 68.1683 bu = -3918.7169
a02= 68.1683 bad = -300.7324
af2= -0.0921 , Aa<l nm/10 km froa{ = 100.2353
Og - 23.4666
Sg= 23.5581
bai = - 1.8983]
b23 = 3.7848 Ay <0.02ac
05 = - 0.3679 J

Strefa 3 X0=5999000.0 YO=3501000.0 C=3.0 *10'6

a00 = -20.0000 boi = -45010.5188
a20 = 68.1593 bn = - 4050.3661
ao2 = 68.1593 b2i = -316.4656
af2= -0.0915 Aa<l mm/1I0km o3 = 105.4885
31 = - 25.0869
bi3 = 25.1755
b4i = -1.9742 ]
Qas = 3.9454 Ay <0.02c
bo5 = -0.3860 J
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Tabela 6.5 c.d.
STREFA 4 X0=5627000.0 YO=3703000.0c=30 106

300 = "20.0000 b0 = -42005.1782
320= 68.1888 ba=  -3639.9597
302 = 68.1888 b2i = -268.2202
af2= -0.0932 Acr<1lmm/10km  b03 = 89.4104
b3i = -20.1865
bi3 = 20.2616
b4i = -1.4895 1
5@== 2.9674 Ay <002
bo5 = -0.2875 J

STREFA 5 parametry centrujgce: Xg = 850000.0 YO = 237000.0 (punkt na potudniku

Srodkowym strefy)
prametr numeryczny skalujgcy: ¢ =4.0 <106

a@= -1.70000 Wphywwyrazu szeregu b0i = - 29766.1533 Wphyw wyrazow

a2 = 76.72646 naskrau strefy: bn=  -2368.6915 szeregu na skrau
af2= -0.03981 ... Acr<0.001 mm/10kmb2i = -110.4977 strefy:
bo3 = 36.8316
&l = -6.3846 1
bi3 = 6.3937 J Ay< 0.005c
bdi = -0.36321
b23 = 0.7245 Ay< 0.0002c
06 = - 0.0688 J

GUGIK-80 parametry centrujgce: Xq=500000.0 YO = 500000.0 (punkt gtowny strefy)
prametr numeryczny skalujacy: ¢ =2.0 *10'6

aoo = -28.5714 boi = -64144.6645
320 = 153.4208 bn=  -8417.0725
32 “ 153.4208 b2 = -944.5332
312= -0.3135 .. Aar<7mm/l0km b03= 314.8464
32 = 0.0065 Acr <00L mmvy10 km b3l = -108.2059
bi3 = 108.2003
841 = -12.3462
B3 = 24.6920 Ay<lca
bos = -2.4706 J
5l = -1.3811 |
B = 47185 Ay <0.1lx
bi5= -1.4494 )
tal = -0.1578]
b43 = 0.7907 Ay <0.01c
5= -0.4581 J



Tabela 6.5 c.d.
SYNTEZA WZOROW

u=(X-X0) ec, v=(Y-Y0) ¢c (scentronane i unormowane argumenty)
0 =2 alj-iJ-1 (elementarne znieksztaicenie linione) y=-10'4-E bjj-d- \j (konwergencja)
'j [crm/km] wW [9]

Uwagi:

* Przyjmujemy ay = 0 lub by = O, jesli odpowiedni wspotczynnik nie wystepuje
w wykazie wspotczynnikdéw danej strefy.

* Mnoznik 104 powoduje wyrazenie konwergencji w gradach.

» Wartosci X0, YO pokrywajg sie z danymi w tablicy 4, ale za wyjatkiem strefy 5.

* Przy zastosowaniu powyzszych formut i wspoétczynnikbw w obszarze stref
btedy numeryczne nie przekraczajg wartosci: \ ea\ < 0.0002 cm/km,
| ey|<0.004 [cc].

Analogicznym wzorem wielomianowym wyrazajg sie konwergencje potudnikow:

y=-2bj-U-+\v (6.16)
U

Wspotczynniki tysg podane w prawej kolumnie tabeli 6.5, pozostale oznaczenia jak
we wzorach (6.13) - (6.15). Informacje podane w tabeli 6.5 ukazujg réwnoczesnie,

ktore wyrazy szeregu (6.16) moga miecC istotne znaczenie dla danych prac geo-
dezyjnych.

6.8. Skiadowe pola znieksztatcenn w uktadzie ,,1965” wyrazone za pomoca
wzoréw analitycznych

Dla strefy 5 ukfadu ,,1965”, gdzie zastosowano odwzorowanie Gaussa-Krugera w
peini adekwatne sg wszystkie wzory tego odwzorowania podane w rozdziale 5, a
wiec réwniez obejmujgce obliczanie skiadowych pola znieksztalcenn za pomocag
wzoréw analitycznych. Dla stref 1-4 wykorzystujemy natomiast przyjete formuty
odwzorowawcze w wariantach A, B lub C.

Dla wariantu A wykorzystujemy zasade, ze odwzorowanie quasi-stereograficzne
jest tworzone poprzez przeksztalcenie odwzorowania Gaussa-Krugera. Wobec
powyzszego zgodnie z zasadg skfadania przeksztalcen wiernokatnych, skiadowe
pola znieksztalcen mozemy wyrazi¢ w mysl (5.16) i (5.17) wzorami ogoélnymi:

meb = ™K * mGK65 (6-17)

(wskazniki okreS$lajg geneze skali elementarne)),

y = TGK +y K65 (6.18)
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Dane: (B, L) (na elipsoidzie Krasowskiego) w obszarze strefy 1 (1965)

TEST NUMERYCZNY ALGORYTMOW UKLADU ,,1965”

Nr B L

1 5011 21 20 11 22
2 52 21 32 20 12 23
3 50 23 44 23 14 37
4 52 16 50 23 44 16

Wspotrzedne w uktadzie ,,1965” obliczone za pomocg algorytmu A:

Nr X o [cm/km] 9]

1 5418911.555340 4573175.573717 -16.0794 -0.76537147
2 5660245.639672  4577254.297153 5.1128 -0.76256552
3 5443715.969965  4790566.413080 -5.1897 +1.85250558
4 5654453.631881 4818137.581164 21.6952 +2.30709510

Wspotrzedne w ukiadzie ,,1965” obliczone za pomoca algorytmu B
(zgodnosc¢ z wariantem A w zakresie podanej ilosci cyfr):

1 5418911.555340 4573175.573717 -16.0794 -0.76537147
2 5660245.639672  4577254.297153 5.1128 -0.76256552
3 5443715.969965  4790566.413080 -5.1897 +1.85250558
4  5654453.631881 4818137.581164 21.6952 +2.30709510

Zadanie odwrotne za pomoca algorytmu A
(zgodnos¢ z danymi do 0.00000005 ):

A WN R

50 11 21.0000000
52 21 32.0000000
50 23 44.0000000
52 16 50.0000000

20 11 22.0000000
20 12 23.0000000
23 14 37.0000000
23 44 16.0000000

Zadanie odwrotne za pomocg algorytmu B
(zgodnos¢ z A w zakresie zapisanej ilosci cyfr):

50 11 21.0000000
52 21 32.0000000
50 23 44.0000000
52 16 50.0000000

20
20
23
23

11 22.0000000
12 23.0000000
14 37.0000000
44 16.0000000

A WN R

Uwagi i objasnienia:

* Elementy pola deformacji: o - elementarne znieksztatcenie dtugosci
[cm/km], vy - zbiezno$¢ potudnikéw (w gradach).

* Btgd numeryczny wspoétrzednych ptaskich nie przekracza 106 m. Btad
numeryczny wspotrzednych geodezyjnych po transformacji odwrotnej nie
przekracza 10"7 ["].
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przy czym: mG& 7gk to sktadowe pola wyznaczone w odwzorowaniu Gaussa-
-Krugera, z ktérego tworzy sie odwzorowanie quasi-stereograficzne, natomiast
mMGKE> yGK-65 oznaczajg odpowiednie elementy aktualizacyjne po przejsciu do
odwzorowania quasi-stereograficznego.

Wyznaczenie tych wartosci wigze sie zatem z ostatecznym okreSleniem para-
metrow dla ukfadu ,1965”. W tym celu wystarczy wykorzysta¢ zwigzek (6.5), jaki
zachodzi pomiedzy odwzorowaniem Gaussa-Krugera a odwzorowaniem quasi-
-stereograficznym w dziedzinie zespolonej, a nastepnie wzory (5.13) - (5.15).
Wstawmy najpierw zaleznosci (6.5a), (6.5b) do (6.5). Odpowiednio do ogdinej
postaci przeksztatcenia (5.12) otrzymamy:

Z=29*RsemOetg(w);w=2z/(2*Rs), z=(xXX&-s0, yQxK (6.19)

(sO - dtugos¢ tuku potudnika od réwnika do punktu gtdwnego danej strefy, Rs - Sred-
ni promien krzywizny elipsoidy w punkcie gtéwnym strefy, mO - skala w punkcie
gtbwnym). Biorgc teraz taylorowskie rozwiniecie tangensa zespolonego w postaci
(6.7), wyznaczymy, wedtug (5.13), gradient (jako wielko$¢ zespolona):

dz / dz = (fx, fy) = mo « [1/ cos2 (w)] =

mOe[ (ai,0) + 3*a3 ew2+5¢a5 ewd+7¢a7 ew6+9 ¢a9 ew8] =

mO-[ (ai, 0) + w2 (3-a3+w2-( 5-a5+w2-(7-a7+9 -a9 -w2)))] (6.20)

Sktadowe fx, fy otrzymujemy drogg podstawienia argumentu i wykonania operacji

na liczbach zespolonych. W rezultacie szukane warto$ci sktadowych pola znie-
ksztalcen obliczamy wedtug wzoréw (5.14), (5.15). Dla uzytych oznaczen bedzie:

mGK-65= (f/+ fry'2, yGK65=-arctg (fY/ fx ) = -arc sin ( fy/ mG&65 (6-21)

Podobne zasady stosujemy réwniez dla wariantow B i C, w ktorych sktadowe pola

znieksztatcen odwzorowania quasi-stereograficznego beda odniesione teraz do
odwzorowania Mercatora (odwzorowanie walcowe-poprzeczne sfery Lagrangea -
dla wariantu B - oraz odwzorowanie walcowe - normalne tej sfery - dla wariantu C).
Pomijamy je w dalszym ciggu, przyjmujac, ze przedstawione juz rozwigzania daja
wystarczajgce mozliwosci wyboru algorytmow i ich kontroli.

6.9. Poprawki odwzorowawcze obserwacji

[Dla wszystkich rodzajéw odwzorowan aktualne pozostajg empiryczne i interpolacyjne
metody redukcji obserwacji oraz formuly na okreslenie elementarnej skali polowej lub
odnoénych znieksztatcen elementarnych, przedstawione w rozdziale 5. Niezaleznie od tego,
kierujac sie dotychczasowymi opracowaniami aplikacyjnymi uktadu ,1965", podajemy dla
kompletu wzér na poprawke odwzorowawczg kierunku, ktéry opiera sie na uproszczeniu, ze
izolinie znieksztatcen liniowych sa wspétsrodkowymi okregami (to oznacza réwniez, ze we
wzorze (6.13) przyjmujemy zerowa warto$¢ wspoétczynnika al2).]
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Zgodnie z sytuacjg pokazang na rys. 6.5, poprawka odwzorowawcza kierunku
(kat pomiedzy odwzorowang linig geodezyjng a jej cieciwg) wyraza sie wzorem:

G [cc] =pcec «CO2-da ' dg « sin (a)
=pcce Co2¢ [( Yj-Yo) * (Xj - X0)- (Y,-YO0) « (X - X0)] =
=pe CR [(Yr Y ) e (Xi-X0)-(Yi-Y0 *(Xj-X)] =
=pme CR2- da «dy * sin (fi) (6.22)

(pcc=636619.772)
gdzie:
CO0=1/(2 * mO * Rs) (stata charakterystyczna dla kazdej strefy uktadu ,1965"),
mO0, Rs - skala i Sredni promien krzywizny elipsoidy w punkcie gtéwnym odw-
zorowania quasi-stereograficznego (wielkosci podane w tablicy 6.1),
(Xj, Y)) (Xj,Y]) - wspbtrzedne ptaskie pary punktéw geodezyjnych,
(X0’ ) - wspo6irzedne punktu gtbwnego strefy odwzorowawczej,
d0, dg >dy, - dtugosci wektorow (o, i) , (0, ), (, J),
a, fi - katy miedzy wektorami jak na rys. 6.5.

Rys. 6.5. Poprawka odwzorowawcza kierunku w odwzorowaniu quasi-stere-
ograficznym

Jak wida¢ z postaci wzoru (6.22), wielko$¢ redukcji jest wprost proporcjonalna do
dlugosci wektora obserwacyjnego dy, odlegtosci od punktu gtébwnego strefy dd i
sinusa kata (fi), jaki tworzy wektor obserwacji z wektorem wodzgcym punktu
(stanowiska) wzgledem punktu gtéwnego strefy. Dla kierunkow obserwacji rowno-
legtych do wektora wodzgcego (fi -> 0) warto$¢ redukcji zmierza do 0. Maksymalne
warto$ci osigga natomiast dla kierunkoéw obserwacji prostopadtych do wektora
wodzgcego (fi  90°).

Poprawke odwzorowawczg kierunku dodajemy algebraicznie do miary kierunku lub
azymutu (przy redukcji azymutéw uwzgledniamy takze zbieznos¢ potudnikow).

Poprawka odwzorowawcza kata wynika z réznicy poprawek odwzorowawczych



kierunkow: Jesli a = Kjk - Ky (rys. 6.6) jest katem zredukowanym na elipsoide
odniesienia, obliczonym jako réznica kierunkéw lub azymutoéw linii geodezyjnych,
bk, ¢y sg poprawkami odwzorowawczymi odpowiednich kierunkow, to

a = (Kk + 0iK) - ( Ky +d|j) = (Kik- K]|j) + (5k-¢y) =a + Aa (6.23)
gdzie Aa = k- §j

jest odpowiednim katem zredukowanym na ptaszczyznie (mierzonym miedzy cieci-
wami).

Rys. 6.6. Redukcja odwzorowawcza kata

TEST KONTROLNY WZOROW NA REDUKCJE KATA
W strefie 1 uktadu ,1965” przyjeto wspotrzedne 3 punktéw odlegtych wzajem-
nie o ok. 30 km. Wyznaczono miare kata (2,1,3) na elipsoidzie z roznicy azy-
mutow linii geodezyjnych, a nastepnie obliczono miare kata na ptaszczyznie
odwzorowania wedlug wzoru (6.23). Dla poréwnania obliczono réwniez
dokladng miare kata na ptaszczyznie, postugujac sie wspoétrzednymi X, Y:

Nr B L Kat na elipsoidzie wg (6.23) ze wspoéirzednych rdznica
1 52700°00" 22'00" 00" 129.5909527 9 129.5923744 129.5923732 0.012 [cc]
2 52'15'00" 22'15” 00"

3 52'45'00" 22'15” 00"

Przyjete dane dotyczg pewnych warunkéw ekstremalnych, zatem wynik testu
w petni potwierdza wystarczajgcg precyzje wzoru (6.22).
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7. Empiryczny uktad ,,1965” (rozszerzenie operacji 4)

[Definicje i komentarze wstepne:

* Wzory podane w rozdziale 6 definiujg matematyczny ukiad ,,1965”, czyli wynikajacy z
teorii przyjetych odwzorowan (quasi-sterograficznego, Gaussa-Krugera). Pojecie
empirycznego ukladu ,,1965” wigze sie natomiast z faktycznag realizacjg tego ukfadu
poprzez wyznaczone z pewnym btedem wspoéirzedne punktéw osnéw geodezyjnych. Na to
jednak, by stwierdzi¢, jak doktadnie zostat zrealizowany uktad ,1965", musielibySmy dys-
ponowac dla poréwnania bezbtednymi wartoSciami wspétrzednych tych samych punktow.
Obecnie przyjmujemy jako najbardziej adekwatng podstawe do takich ocen poréwnawczych
- system ETRF-89 zrealizowany juz w Polsce poprzez sie¢ POLREF o wysokiej, subcen-
tymetrowej precyzji, wynikajacej z zastosowanej techniki obserwacyjnej GPS oraz
nawigzane do niej punkty sieci | i Il klasy, ktére poprzednio wyznaczone byly w uktadzie
,1965”. Tym samym, przynajmniej w zakresie sieci geodezyjnych wyzszych rzedoéw, dys-
ponujemy odpowiadajgcymi sobie, w obu systemach elipsoidalnych (GRS-80, KRASOWSKI)
i odwzorowawczych, zbiorami wspoétrzednych tych samych punktéw. Stosujac zatem opisane
wczesniej przeksztalcenia teoretyczne nowych wspétrzednych z ukladu ETRF-89 do uktadu
,1965" i poréwnujac je z posiadanymi juz wspétrzednymi archiwalnymi w tym ukladzie, otrzy-
mamy odchyiki, ktére obrazuja odstepstwa faktycznie zrealizowanego (empirycznego)
ukladu ,1965” od jego znacznie dokladniejszego odpowiednika. Jak wynika z przeprowa-
dzonych badan statystycznych, odstepstwa te mozna rozdzieli¢ na takie, ktére maja charak-
ter globalny (dla catej strefy uktadu ,,1965") oraz pozostale, wynikajace z lokalnej deforma-
cji empirycznego uktadu ,1965”". Odstepstwa w sensie globalnym (strefowe) mozna opisaé w
formie 4-parametrowej transformacji Helmerta (przeksztalcenie przez podobienstwo obej-
mujgce pewne niewielkie przemieszczenie lub (i) zmiane skali ukladu strefy) lub (zwlaszcza
w strefach 1-4) za pomocg wielomianowych transformacji wiernokatnych wyzszych stopni.
Parametry takich transformacji (dla kazdej strefy uktadu ,1965") mozna wyznaczy¢ na
przykiad w oparciu o wszystkie (z danej strefy) punkty | klasy. W ten sposéb, poprzez uzycie
dodatkowych formut transformacyjnych (korekcyjnych), wspéirzedne matematyczne
,Zblizymy” do ich odpowiednikéw empirycznych. Powstaly uktad nazywamy umownie skory-
gowanym ukfadem ,,1965”. Pozostajgce jeszcze réznice pomiedzy uktadem empirycznym
wynikajg z deformaciji lokalnych. Chcac zblizy¢ sie jeszcze bardziej do ukladu empirycznego,
nalezatoby zastosowa¢ analogiczng transformacje korekcyjng (np. transformacje Helmerta)
tylko w oparciu o wybrane lokalne punkty dostosowania.

» MoOwigc o przeksztatceniach (transformacjach) teoretycznych, musimy jednak zastrzec, ze
nie dotyczg one w peni wszystkich przejs¢ transformacyjnych, jakie podano na rysunku 2.1.
Chodzi tu mianowicie o przejscie pomiedzy uktadami centrycznymi-kartezjariskimi elipsoidy
GRS-80 i elipsoidy KRASOWSKIEGO, do czego odpowiednie parametry transformaciji (por.
rozdziat 3) wyznaczono w istocie metoda empiryczng (w oparciu o punkty POLREF ).

» Uktad ,1965", z uwagi na jego znaczny zasob archiwalny (mapy zasadnicze), musi jeszcze
przez pewien okres czasu wypetnia¢ swojg funkcje dla gospodarki narodowej, zatem istotne
stajg sie relacje pomiedzy nim a nowym systemem odniesien przestrzennych, w ktorym
opracowuje sie na przykitad sieci GPS. Oprocz samych formut matematycznych interesowac
nas bedzie réwniez mozliwos¢ jak najlepszego wpasowania sie w istniejacy uktad
empiryczny ,1965” (tzn. przy zachowaniu jego postaci archiwalnej). Kwestia ta moze by¢
zwigzana, na przyklad, z dorazna potrzeba aktualizacji istniejacej mapy zasadniczej w
uktadzie ,1965". Czesciej bedziemy miec¢ juz jednak do czynienia z zadaniem odwrotnym,
kiedy mapy w uktadzie ,1965", bedg przetwarzane do nowego uktadu wspétrzednych ,2000".
W problematyce powyzszej wyréznimy kilka wariantdw sytuacyjnych, zwigzanych z celem
zadania i rodzajem posiadanych informacji.]
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7.1. Przy przeliczaniu wspoétrzednych z ukltadu odwzorowawczego elipsoidy
GRS-80 (na przyktad z uktadu ,1992” lub ETRF-89) do uktadu empirycznego ,,1965”
(przyjmiemy stosowne oznaczenia: 1965(mat), 1965(empir)) wyrdznia sie dwa
nastepujace etapy:

a) Zasadnicze przeliczenie matematyczne wedtug Scistych formut odwzorowan i
okreslonej w rozdziale 3 transformacji przestrzennej pomiedzy dwoma systema-
mi elipsoidalnymi:

1992 => transformacje matematyczne => 1965(mat) (7.1)

b) Dodatkowa (globalna lub/i lokalna) transformacja korekcyjna, wynikajgca z wejs-
cia do empirycznego uktadu ,1965":

1965(mat) => 1965(empir) (7.2)

[Rozwiniecie szczegotowe dla ré6znych uwarunkowah sytuacyjnych jest przedmiotem dalszej
czesci niniejszego rozdziatu]

7.2. Przy przeliczaniu wspotrzednych z empirycznego uktadu ,1965” do uktadu
,1992” (lub ogdlniej ETRF-89) mozliwe sg dwa warianty postepowania:

Wariant I
a) Odwrécenie transformacji korekcyjnej (7.2), czyli wykonanie przeksztalcenia
1965(empir) => xy1965(mat) (7.3)
b) Odwrdcenie przeksztatcenia (7.1), czyli:
1965(mat) => transformacje matematyczne => 1992 (7.4)
Wariant I

a) Matematyczne przeksztalcenie wspotrzednych empirycznych na uktad ,1992”
(do systemu ETRF-89):

1965(empir) => transformacje matematyczne => ~ 1992 (7.5)

(znaczek ~ przy wspoétrzednych ,1992” wskazuje na niewyeliminowany
wczesniej biad).

b) Transformacja korekcyjna w oparciu o punkty dostosowania na poziomie uktadu
,1992"

-1992 => 1992 (7.6)

[Wariant |jest mozliwy do realizacji, na przyktad, jesli wspétrzedne punktéw dostosowania w
uktadzie ,,1992” zostang ,sprowadzone” poprzez przeksztaticenie matematyczne na
ptaszczyzne ukfadu ,,1965” lub jesli stosowna transformacja korekcyjna (7.3), eliminujgca



btedno$¢ empiryczng wspotrzednych ,,1965” ma charakter tylko globalny, a parametry trans-
formaciji dla catej strefy sa znane z odrebnych wyznaczen. Wariant Il jest adekwatny do za-
stosowania w kazdej sytuacji praktycznej, w ktorej korekte wykonuje sie w oparciu o lokalne
zbiory punktéw dostosowania.]

7.4. Lokalne transformacje korekcyjne powinny by¢ zasadniczo transformacja-
mi He/merta (przez podobienstwo), przy czym - w zaleznosci od konkretnych
warunkéw sytuacyjnych - zalecona jest dodatkowa korekta posttransformacyjna
Hausbrandta, prowadzgca do wyrownania otrzymanych odchytek wspotrzednych
na punktach dostosowania i odpowiedniego skorygowania wspoétrzednych wszyst-
kich punktéw transformowanych. Warunki zastosowania transformacji Helmerta i
korekt posttransformacyjnych w konkretnych sytuacjach praktycznych bedg
omowione w kolejnych punktach niniejszego rozdziatu. Obecnie podajemy ogélne
wzory tych operaciji:

7.4.1. Transformacja Helmerta (przez podobienstwo)

W pierwszym etapie wyznaczamy wspoétczynniki transformacji w oparciu o
wspotrzedne punktow dostosowania. Niech { (Xj,y,);/= 1 2, ..., n}, { (Xf, Y-):i
=1, 2, ..., n} oznaczajg dane zbiory wspoétrzednych tych punktéw w odpowiednich
uktadach: pierwotnym i wtérnym, n - liczba punktéw dostosowania. Zaktadamy dla
uproszczenia, ze uporzgdkowanie wskaznikdw punktoéw jest w obu zbiorach iden-

tyczne. Obliczamy najpierw wspoétrzedne sSrodkéw ciezkosci zbiorow punktéw w obu
uktadach:

x0=(2 X)/n,y0=(2y,)In,X0=(Z X-)In,YO=(L Y))/n (7.7)
(wszystkie sumowania po i =1, 2, ...., n).

Dokonujemy nastepnie centrowania wspotrzednych (przesuniecia uktadéw do srod-
kow ciezkosci):

20— -x0, jlj—y--y0, Xj —Xj - X0, Yj—Y] - YO (7.8)

dla wszystkich i = 1,2,..., n.
Szukane wspoéiczynniki transformacji wyrazajg sie wzorami:

C=W1W, S= W2/W, (7.9)
gdzie:
W=2Z(x? +tf), (7.9a)
i=1... n
Hr=2(X/-xi+Yr x), (7.9b)
=1..n
(7.9¢)

78



Teraz mozemy juz realizowac transformacje (przeksztalcenie wspotrzednych z
uktadu pierwotnego do wtérnego), stosujgc nastepujgce wzory:

X'=X0+C-x+S-y (7.10)
Y'=YO+ Cey-S X

gdzie:
"= x=y-yo0

X, Y- wspoirzedne punktu w uktadzie pierwotnym,
X', Y- wspoirzedne punktu po transformacji (w uktadzie wtérnym).

Dla wszystkich punktéw dostosowania obliczamy stosowne poprawki do wspotrzed-
nych danych (katalogowych) w uktadzie wtérnym:

Wi=Xi-Xi", Wi=Yr vy; (7.12)
(i - wskaznik punktu dostosowania), a w oparciu o nie - btad transformaciji:

Mt=IA(VX2+ W?)/ (n-2)]12 (7.12)
(ujemne wartosci poprawek nazywamy tez odchyitkami transformaciji).

Odchyiki i btad transformacji sa podstawg do oceny poprawnosci wspotrzednych
punktéw dostosowania. Jesli wspotrzedne te nie sg obarczone istotnymi bledami
systematycznymi lub grubymi, to blad transformacji nie powinien przekraczac
wielkosci dopuszczalnego btedu potozenia punktu juP w danej klasie sieci
(przyktadowo, jesli punktami dostosowania sg punkty Il klasy panstwowej, to biad
transformaciji nie powinien przekracza¢ wartosci jup = 0.05 m), natomiast wielkosci
odchytek wspoétrzednych na punktach dostosowania nie powinny przekraczaé
wartosci k wuP, gdzie k przyjmuje wielkoS¢ pomiedzy 2 i 3, zaleznie od liczby punk-
tow dostosowania lub szczegodlnych ograniczen ujetych w warunkach technicznych
roboty.

[Powyzsze kryteria, w odniesieniu do problematyki niniejszego rozdziatu, dotycza jednak
tylko przypadku, gdy transformacja Helmerta jest uzyta jako lokalna transformacja korekcyj-
na, nie zas jako transformacja globalna, obejmujaca obszar catej strefy. Problematyka glo-
balnej transformacji korekcyjnej dla danej strefy uktadu ,,1965” mogtaby mie¢ znaczenie tylko
w przypadku modernizacji osnowy Il klasy, obejmujacej znaczny obszar strefy. Takg ewentu-
alno$¢ pozostawiamy jednak dla specjalnych warunkéw naukowo-technicznych. Aktualne
projekty modernizacji osnéw bedg zmierza¢ raczej do rozszerzenia systemu ETRF-89 i w
tym konteks$cie traktujemy uktad ,1965” przede wszystkim jako baze archiwalng, podlegajacg
tylko czasowym (doraznym) modernizacjom wynikajacym z potrzeby biezacego jej wyko-
rzystania dla celéw gospodarczych.]

Wspoétczynniki transformacji C, S majg nastepujaca interpretacje:
C=m ¢cos(@), S=m esin(a), (7.13)
gdzie:
m = (C2 + S22 - wspotczynnik zmiany skali przeksztalcenia (7.14)
a - kat skrecenia osi uktadu wspétrzednych, (tg a = s/c).
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[Przy zastosowaniu transformacji Helmerta jako transformacji korekcyjnej, kat skrecenia a
bedzie na ogdét katem na tyle malym, ze stuszne staje sie uproszczenie cos(a) ~ loraz sin
(8) ~ a przenoszone odpowiednio na wzory transformacyjne.]

Jednym z elementow kontrolnych transformacji Helmerta (mozna to zastosowac
na etapie testowania procedur komputerowych) jest sprawdzenie réwnosci miar
katow obliczanych raz ze wspoirzednych pierwotnych i drugi raz ze wspotrzednych
po transformacji (7.10). Odpowiadajgce miary dlugosci powinny natomiast spetniac
proporcje stosownie do skali m.

7.4.2. Korekta posttransformacyjna Hausbrandta

Wspotrzedne otrzymane z transformacji wedtug wzoréw (7.10) nie muszg sie
pokrywa¢ z analogicznymi wspotrzednymi punktéw dostosowania, ktore jako
wielkosci dane stuzyly do wyznaczenia wspétczynnikdéw (parametréw) transforma-
cji. O rozbieznosciach w tym zakresie Swiadczg wielkoSci poprawek, obliczane
wedtug wzordéw (7.11). Aby nie powodowaé zmian w dotychczasowych wspotrzed-
nych (jako danych archiwalnych) prof. Hausbrandf) zaproponowat pewnego rodza-
ju dodatkowe ,uzgodnienie” wspotrzednych, zwane tu korektg posttransformacyjna.
Polega ona na tym, ze wspoirzedne punktéw dostosowania w uktadzie wtérnym
pozostawia sie w takiej postaci, w jakiej byly przyjete do transformacji (mozna
powiedzie¢ inaczej, ze do wspotzednych transformowanych (7.10) dodaje sie
wartosci poprawek (7.11), powracajgc do wartosci wspotrzednych katalogowych),
natomiast wszystkim pozostatym punktom transformowanym przyporzgdkowuje sie
poprawki wyznaczone przy zastosowaniu specjalnych wzordw interpolacyjnych.

(sumowania po /=1, 2, ..., n;j -wskaznik punktu transformowanego)
W ten sposob nastepuje swiadome deformowanie wynikow transformacji Helmerta,
jakkolwiek ma ono pewne cechy regularnosci.

Jak widac¢, przedstawione wzory sg podobne do wzorow na obliczanie Srednich
wazonych, gdy wagi sg odwrotnosciami kwadratow odlegto$ci danego punktu o
wskazniku j (w zbiorze wszystkich punktéw transformowanych) od punktu dos-
tosowania o wskazniku i (w zbiorze punktow dostosowania). llustruje to
przyktadowo rys. 7.1. Dlugosci dyobliczamy na podstawie wspotrzednych pierwot-
nych. Wielkosci poprawek (7.15) dodajemy do wspotrzednych po transformacii,
czyli do wspotrzednych wyznaczonych za pomocag wzorow (7.10).

[Uwaga dotyczaca algorytmu obliczeniowego: W przypadku, gdy punkt transformowany jest
identyczny z pewnym punktem dostosowania, wéwczas formalnie odlegto$¢ djj = 0. Celem

unikniecia przypadku nieokreslonosci wagi (1/djf ) mozemy ,obowigzkowo” do kazdej
obliczanej dlugosci dodawaé¢ maig liczbe dodatnig, np. 0.00001 m, ktéra nie bedzie miec
istotnego wplywu na interpolowane warto$ci poprawek i stanowi tylko numeryczny parametr

*) Hausbrandt S.: Rachunki Geodezyjne (1953). N.Ed.: Rachunek wyréwnawczy i obliczenia geode-
zyjne. T. Il. PPWK, Warszawa 1971.
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regularyzacyjny. Otrzymana odpowiednio duza waga oznacza, ze poprawki do wspétrzed-
nych danego punktu beda sie praktycznie rownaé¢ poprawkom odpowiedniego punktu dos-
tosowania.]

Rys. 7.1. llustracja do zadania korekty Hausbrandta

7.5. Podstawowym zbiorem danych do przeprowadzania transformacji korek-
cyjnych (w sensie globalnym Ilub (i) lokalnym) sa punkty osnow parnstwowych
wyzszych klas (rzedéw) niz punkty przeliczane, posiadajgce wspoitrzedne w obu
uktadach, np. ,2000” i ,1965” (zbiory wspotrzednych sg dostepne w osrodkach
dokumentacji geodezyjnej i kartograficznej), przy czym w odniesieniu do intere-
sujgcego nas obiektu pomiaru (transformacji) wyréznimy w szczegolnosci:

* punkty zewnetrzne, jesli nie sg to punkty powigzane obserwacyjnie (bezposred-
nio) z obiektem pomiaru (transformaciji),

* punkty wewnetrzne, jesli wchodzg w skiad punktow obiektu transformowanego
(sieci). Sytuacje ilustruje symbolicznie rys. 7.2.

Punktami dostosowania (punktami tgcznymi) transformacji mogg by¢
zarbwno punkty zewnetrzne, jak tez punkty wewnetrzne obiektu transfor-
mowanego. Podstawowym warunkiem na to, by punkt osnowy wyzszego rzedu
mogt by¢ punktem dostosowania transformaciji, jest to, by wspétrzedne punktu wyz-
naczone w obu interesujgcych nas uktadach (pierwotnym iwtornym) odnosity sie do
identycznego fizycznie znaku geodezyjnego. Taka sytuacja ma miejsce, na
przyktad, w odniesieniu do sieci |i Il klasy. Praktycznie caly obszar kraju, z gestos-
cig charakterystyczng dla punktow 1i Il klasy jest ,pokryty” tymi punktami i sg one
tym samym dostepne do wykorzystania w omawianego typu zadaniach. Dla wszel-
kich nowych obiektéw pomiarowych bylyby to wiec punkty zewnetrzne. Zauwazmy,
ze punkty takie brane jako punkty dostosowania transformacji nie muszg aktualnie
fizycznie istnieC (mogly ulec zniszczeniu) lub mogly zmieniC swoje potozenie.
Wazne jest tylko to, by ich wspéitrzedne zaréwno w uktadzie ,1992”, jak tez w
uktadzie ,1965” byly wyznaczone w oparciu o ten sam zbiér obserwacyjny.

W podzbiorze punktéw wewnetrznych wyr6éznimy ponadto punkty kontrolne.
Beda to punkty, ktére z racji prawdopodobnego przemieszczenia w stosunku do
stanu pierwotnego nie mogg formalnie petnié¢ funkcji punktdw dostosowania trans-
formacji. Z takg sytuacjg mamy do czynienia zwlaszcza na obszarze strefy 5, gdzie
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podstawowymi punktami dostosowania powinny by¢ punkty zewnetrzne, wyzna-
czone zarowno w ukladzie pierwotnym, jak tez aktualnym w oparciu o te same zbio-
ry obserwacyjne (sag to punkty sieci | klasy), natomiast punkty wewnetrzne, nawet
jesli pozornie sg tymi samymi punktami, powinny mie¢ zmieniong numeracje i
powinny by¢ potraktowane jako punkty kontrolne. W wyniku obliczenn punkty kon-
trolne powinny otrzymac wspotrzedne aktualne.

[Konieczna liczebno$¢ oraz struktura punktow dostosowania i kontrolnych bedzie przed-
miotem kolejnych punktéw niniejszego rozdziatu.]

Rys. 7.2. Obiekt transformowany, zewnetrzne i wewnetrzne punkty dostosowania
oraz punkty kontrolne

7.6. Dla poprawnego przeprowadzenia transformacji korekcyjnej (Helmerta) punkty
dostosowania, obok tego, co zapisano w p. 7.4, powinny spetniaé nastepujace
warunki topologiczne i posttransformacyjne:

a) Liczebnos¢ punktéw dostosowania. Niech k = 1, 2, 3, 4 oznacza umowny
wskaznik klasy doktadno$ciowej punktow transformowanych, przy czym wskaznik
k = 1 2, 3 pokrywa sie z odpowiednig klasg osnowy geodezyjnej (I, Il lub Ill), zas
k = 4 dotyczy osnowy pomiarowej. Liczebnos¢ n zbioru punktéw dostosowania
powinna czyni¢ zado$¢ nieréwnosci:

n=nj+n2/2 >4 (7.15)

gdzie /7/ oznacza liczbe punktow dostosowania klasy o wskazniku < k - 1, za$
n2 - liczbe punktéw dostosowania klasy k - 1 Nalezy zaznaczyC, ze w tej liczbie
moga sie miesci¢ punkty zewnetrzne.

b) Rozmieszczenie punktow dostosowania. Skiladajg sie na to nastepujace
warunki:

» wszystkie punkty dostosowania powinny byC¢ rozmieszczone rownomiernie w
obszarze obejmujgcym obiekt transformowany ijego otoczenie (wielkos¢ otoczenia
jest praktycznie ograniczona zasiegiem strefy odwzorowawczej),
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e w zbiorze punktow dostosowania powinien istnie¢ taki ich podzbior; ktory
potaczony ciggiem zamknietym tworzy figure zawierajgca catkowicie punkty trans-
formowane (rys. 7.3a ilustruje sytuacje spetnienia tego warunku, zas$ rysunek 7.3b
- sytuacje przeciwng).

c) Doktadnos¢ wewnetrzna zbioru punktéw dostosowania. Punkty dostosowa-
nia, odpowiednio do klasy reprezentowanej osnowy, powinny spetniac¢ kryteria post-
transformacyjne w zakresie maksymalnych odchytek i btedu transformacii,
okreslone w p. 7.4.1. Powyzsza uwaga dotyczy w zasadzie lokalnych transformacji
korekcyjnych, obejmujgcych swym zasiegiem obszar wykraczajacy nie wiecej niz
10 km poza obszar obiektu transformowanego. JeSli dla okreslonego punktu do-
stosowania w takim obszarze odchyiki wspétrzednych przekraczajg wartosci
dopuszczalne okreslone w p. 7.4.1, nalezy po ewentualnej analizie przyczyn wyklu-
czyC taki punkt ze zbioru punktow dostosowania. Pozostate punkty wpasowania
musza jednak spetnia¢ warunki a, b. Jesli jest to punkt wewnetrzny, mozna w efek-
cie wyznaczyc¢ jego nowe wspotrzedne. Wigczenie takiego punktu do banku osnéw
wymaga jednak spetnienia kryteriow wyznaczalnosci i doktadno$ci danej klasy
sieci. W istocie bytby to punkt klasy nizszej niz dotychczas, czyli punkt w klasie
punktéw transformowanych, dla ktérego stwierdzono nieidentyczno$¢ z punktem
dawnym, co wymaga interpretacji (btedne przestabilizowanie punktu, ruchy
gorotworcze itp.).

Rys. 7.3. Rozmieszczenie punktéw dostosowania a) prawidtowe, b) nieprawidtowe

7.8. Wykonanie korekty posttransformacyjnej. W wyniku wykonania transforma-
cji korekcyjnej jako transformacji przez podobienstwo (He/merta) wspétrzedne po
transformacji (na poziomie uktadu ,,1965” lub ,2000”) ulegajg zmianie. Odchytki na
punktach dostosowania mozemy jednak arbitralnie wyzerowac¢, dokonujgc
réwnoczesnie dodatkowych korekt wspoétrzednych wszystkich punktow przez zas-
tosowanie metody prof. Hausbrandta.

[Wyobrazmy sobie model fizyczny ptaszczyzny rozciggliwej jak guma, na ktérej sg zaznaczo-
ne potozenia punktéw po transformacji Helmerta. Ptaszczyzne te naciagamy lub kurczymy
lokalnie tak, aby punkty transformowane pokryly sie z analogicznymi punktami ,archiwalny-
mi” zaznaczonymi na plaszczyznie sztywnej. Ta ostatnia operacja stanowi pewien analogon
korekty posttransformacyjnej, po ktérej nastepuje ostateczne ustalenie potozen wszystkich
punktéw transformowanych.]
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Korekty tego rodzaju powodujg zmiane ksztaltu pierwotnego uktadu punktéw. Z
reguty powinny by¢ wykonywane przy przeliczeniu zbioru punktow charakteryzu-
jacego sie nizsza klasg doktadnosci niz zbior punktow w uktadzie docelowym (np.
przy przeliczaniu punktow archiwalnych z empirycznego uktadu ,,1965” do uktadu
,»1992”). W przypadku odwrotnym wykonanie takiej korekty bedzie oznaczac po-
garszanie jakosciowe dotychczasowego zbioru punktow. Podajemy zatem konklu-
Zje powyzszych uwag:

Korekta posttransformacyjna jest wskazana zawsze w nastepujgcych
sytuacjach:

* przy przeksztalcaniu punktéw z empirycznego uktadu ,,1965”do uktadu ,,1992” lub
,2000” (np. dla tworzenia nowych map numerycznych w oparciu o materiaty archi-
walne),

* przy przeksztatlcaniu punktow z ukiadu ,,1992” do ukiadu ,,1965” (empir), jesli
stanowi to stosunkowo niewielkie, lokalne uzupetnienie istniejgcej osnowy tej samej
klasy, a istniejgca mapa zasadnicza w ujeciu tradycyjnym podlega jedynie doraznej
aktualizacji (nie tworzy sie nowej mapy).

Korekta nie jest wskazana w nastepujgcych sytuacjach:
» Jesli zakiadana osnowa speinia funkcje osnowy realizacyjnej inwestycji.

Wszystkie punkty petnigce funcje osnowy realizacyjnej powinny otrzymaé nowy sta-
tus numeryczny.
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8. Przeliczenie wysokosci elipsoidalnych na normalne lub
odwrotnie (operacja 7a)

[Wzorem (2.2) wyraziliSmy juz zalezno$¢ pomiedzy wysoko$cig elipsoidalng H, wysokoS$cig
normalng Hn a odstepem r quasi-geoidy od elipsoidy odniesienia, zwanym tez anomalig
wysokosci lub wzniesieniem quasi-geoidy nad elipsoidg. Znajomo$¢ odstepu x jako funkcji
potozenia r (B,L) pozwala oczywiscie na dokonywanie wzajemnych przeliczen H <=> Hn. Ma
to istotne znaczenie, na przykfad, przy opracowywaniu sieci GPS, gdzie otrzymuje sie z po-
miaru wysokosci elipsoidalne (geometryczne). W Polsce przyjmowano dotychczas tzw.
quasi-geoide grawimetryczng pozyskiwang (i wielokrotnie udoktadniang) gtéwnie poprzez
catkowanie anomalii grawimetrycznych oraz lokalne wygtadzania metodami interpolacyjnymi
(prace prof. A. Lyszkowicza w Centrum Badan Kosmicznych w Warszawie). Doktadno$¢ tego
modelu quasi-geoidy charakteryzuje sie kilkucentymetrowym bledem Srednim (nie mozna
jednak wykluczy¢ lokalnych btedéw systematycznych). Obecnie opracowywany jest model
guasi-geoidy oparty przede wszystkim na informacjach pochodzacych z niwelacji geome-
trycznej i satelitarnej. Dlatego w dalszym ciggu, pomijajac kwestie sposobu tworzenia mod-
elu quasi-geoidy, bedziemy uzywac przyjetej juz oficjalnie nazwy: geoida niwelacyjna.]

Przy oprogramowaniu bazy danych GEOS w Centralnym Osrodku Dokumentaciji
Geodezyjnej i Kartograficznej zalozono, ze aktualnie (lub w przyszitosci)
obowigzujgcy model geoidy niwelacyjnej bedzie reprezentowany m.in. dyskretng
siatkg punktow o rozdzielczosci: AB = 1', AL = 1\ a informacje w tym zakresie beda
dostepne dla uzytkownikow.

Niniejszy rozdziat okreSla, w jaki sposob wykorzystywac¢ dyskretng posta¢ geoidy
do interpolacji odstepow w punktach posrednich. Dla niektorych prac geodezyjnych
wystarczajgca pod wzgledem dokladnosci metoda dla okreSlenia odstepéw geoidy
od elipsoidy moze by¢ rowniez metoda wykorzystujgca mape izolinii odstepéw wyz-
naczonych z krokiem 0.1 - 1m. Mapy tego rodzaju (docelowo w formie informaty-
cznej) powinny by¢ réwniez dostepne do zastosowan.

8.1. Dyskretny, regularny model quasi-geoidy w obszarze Polski
Regularny model quasi-geoidy stanowi zbidr odstepdéw quasi-geoidy od elipsoidy

okreslony w punktach siatki geograficzno-geodezyjnej (pokrywajgcej obszar
Polski):

{ (Bijt Ljj) : Bjj=49°+i «AB < 55°, LH= 14° +j mAL < 24.2°} (8.1)

(AB, AL - przyjete boki ,oczek” siatki; i,j =0, 1, 2, ...)
Odstepy sag okreslone jako funkcje wspétrzednych geodezyjnych

sij = s'(Bjj, Lj).
Model taki moze by¢ podstawg do interpolacji odstepow w dowolnych punktach
posrednich, pod warunkiem ze pomiedzy sasiednimi punktami siatki odstep zmienia
sie ,prawie” liniowo z btedem nieistotnym dla zastosowan lub w poréwnaniu z
btednoscig samego modelu quasi-geoidy (btad standardowy ok. 0.01 - 0.03m).

Analiza przyjetego obecnie w Polsce modelu grawimetrycznej quasi-geoidy
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autorstwa prof. A. Lyszkowicza wykazuje, ze wystarczajgca dla zastosowan prakty-
cznych bytaby siatka minutowa: AB = 60", AL = 60”. Dla siatki o takiej gestosci
zostaly wygenerowne wartosci odstepow i zapisane w bazie danych GEOS -
CODGIK.

8.2. Sposo6b interpolacji odstepéw w punktach posrednich

Rozpatrzmy sytuacje podang na rys. 8.1. Punkt interpolowany (B, L) wypada w
oczku siatki okreslonej w p. 8.1, dla ktérego:

(Bij - Bi,j+1) —B < (Bj+ij = Bj+ij+i), { Uj= U+j) <(/.< Lj# = Lj+ij+i) (8.2

Rys. 8.1. Interpolacja w ,oczku” siatki

Oznaczmy (zaktadamy, ze wspoirzedne sg wyrazone w sekundach stopniowych):
u=\B - Bjj)/AB, v={L- Lj)/AL, (8.3)
U=1-u v=1-v(Uyu Vv U V<]

Odstep w punkcie (B, L) obliczamy z nastepujacego wzoru interpolacyjnego (tzw.
interpolacji biliniowej):

r(BL =r1m(/- uye(/- " +2'u'U~ +23'u' v+A*(1~uev
= 'u-v+r2' U v+ 3" u- v+sd mu e v (8.4)

gdzie:

?L="?{Bfj, Ljj), 2=i {Bj+jj, L+ij), B=2{Bj+4+f , Lj+ij+1), =?{Bjj+i, Ljj+f)
sg danymi odstepami w punktach naroznych ,oczka” siatki.

Alternatywnym do (8.4) jest wzor interpolacyjny stosowany w numerycznym mode-
lu terenu, gdzie interpolowang warto$¢ okresla sie jako Srednig wazong (wagi

odwrotnie proporcjonalne do kwadratéw pseudoodlegtosci danego punktu od
narozy ,oczka” siatki):
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+*4/ d f

@By - r/~ + N+ (8.5)
1/¢i2+ 1/dE+ 1/dR+ 1/d/
gdzie:
dl=(u2+\£)12+ e,
d2=(u2+w)12+e (8.6)

d3=(u2+w)1R2+e
d4=(u2+ )12+ e

oraz e = 0.00001 - parametr numeryczny zabezpieczajgcy przed zerowaniem sie
okreslonej pseudoodlegtosci punktu od naroza siatki. Réznice pomiedzy interpo-
lacja (8.4) a (8.5) szacuje przyblizona nieréwno$¢:
[i-- r] < (1/10)- max { |jy- jy|:13=1,2,3,4} (8.7)

Prawa strona jest utamkiem 1/10 z wartosci maksymalnej réznicy odstepow
okreslonych w narozach oczka siatki. Jesli przyktadowo, w narozach oczka siatki
wystepujg wartosci odstepow réznigce sie maksymalnie o 0.1 m, wtedy mozemy sie
spodziewac, ze rozbieznos¢ pomiedzy wynikami wzoréw (8.4) i (8.5) nie przekroczy
ok. 10 mm. Zaleca sie stosowac jako podstawowy wzér (8.4) z uwagi na to, ze
stanowi on pewne ,naturalne” rozszerzenie interpolacji liniowej. Wzor (8.5) moze

stanowi¢ natomiast element kontrolny lub szacujacy btad interpolacji, z tytutu nie-
oznaczonosci samego modelu matematycznego interpolaciji.

TEST WZORU INTERPOLACYJNEGO
W ODNIESIENIU DO MODELU OUASI-GEOIDY (A Lyszkowicza)

W oparciu o model quasi-geoidy realizowany programem Quasi97b (wersja grudzien
1998), autorstwa A. Lyszkowicza, wygenerowano odstepy w narozach ,oczka” (siatki
minutowej) w obszarze najwiekszej zmiennosci ksztattu geoidy (w okolicach Tatr).
Wyznaczono réwniez tym samym programem odstepy w trzech punktach posrednich.
Podobne wartosci uzyskano wzorami interpolacyjnymi. Wyniki numeryczne sa
nastepujace:

Dane wspoitrzedne, modelowe wartosci odstepéw oraz wartosci interpolowane:

Nr B L model £ [m] Interpolacja (8.4) Interpolacja (8.5)
1 49°20°00” 20°00’'00" 41.811
Naroza 2 49° 21* 00" 20° 00’ 00" 41.706
3 49°21* 00" 20°01'00" 41.680
4 49° 20" 00" 20°01'00" 41.786
Punkty a 49°20’ 15" 20°00’ 15" 41.779 41.778 41.784
interpo- b 49° 20" 45” 20° 00’ 30" 41.719 41.719 41.722
lowane c 49° 20' 30" 20° 00'45" 41.739 41.739 41.740

Jak wida¢, interpolacja wedtug wzoru (8.4) praktycznie nie roézni sie od wynikéw mode-
lowych. Przyktad wybrany dla ekstremalnych warunkéw modelu geoidy potwierdza
réwnoczesnie, ze siatka interpolacyjna o ,oczku” minutowym w petni wystarcza dla
celéw praktycznych jako dyskretny model quasi-geoidy.
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ZALACZNIK 1

OPIS PROGRAMU TRANSPOL v. 1.0
TRANSPOL (wersja 1.0) - instrukcja uzytkownika programu
© Glowny Geodeta Kraju
Autor: Roman J. Kadaj Interface: Krzysztof Koston

Program realizuje przeliczanie wspoétrzednych pomiedzy réznymi uktadami w
obszarze Polski wedtug wytycznych technicznych G-1.10 ,,Formuty odwzorowaw-
cze i parametry uktadéw wspotrzednych”.

Program jest zgodny ze standardami technicznymi przeliczen wspotrzednych
miedzy uktadami nalezgcymi do panstwowego systemu odniesien przestrzennych,
zawartymi w instrukcji technicznej G-2 ,Szczegdtowa pozioma i wysokos$ciowa
osnowa geodezyjna i przeliczenia wspoétrzednych miedzy uktadami”.

Zasadniczy program przeliczeniowy wspotrzednych jest uzupetniony o:

» program ptaskiej, liniowej transformacji konforemnej (Helmerta) wraz z korekta
posttransformacyjng Hausbrandta,

* program interpolacji geoidy niwelacyjnej.

UWAGA: Zawarty w programie dyskretny model geoidy niwelacyjnej jest modelem
pokazowym (typ DEMO), ktéry moze byC¢ wykorzystany jedynie dla redukcji
obserwacji diugosci. Do przeliczen pomiedzy wysokosciami elipsoidalnymi
i wysoko$ciami panstwowego uktadu wysokos$ci nalezy uzywac¢ modelu geoidy
niwelacyjnej wprowadzonego do stosowania przez Gtébwnego Geodete Kraju.

Uwaga: TRANSPOL v.1.0 moze by¢ uzywany do kontroli poprawnosci przeliczen
wspotrzednych pomiedzy ukladami nalezgcymi do panstwowego systemu
odniesien przestrzennych.

Program jest przeznaczony wytgcznie do obliczen testowych.

Instrukcja zawiera:
1) Przebieg procesu instalacji
2) Strukture programu
3) Obstugiwane rodzaje uktaddéw wspotrzednych
4) Okno gtéwne programu
5) Wykonywanie podstawowych operaciji
6) Strukture danych Zrodtowych
7) Strukture danych wynikowych
8) Transformacje Helmerta oraz interpolacje geoidy

1) Przebieg procesu instalacji

Proces instalacji programu TRANSPOL nalezy uruchomi¢ plikiem instaluj.exe
zamieszczonym na ptycie CD. Uzytkownik ma mozliwos¢ wybrania katalogu, do
ktorego zostanie zainstalowany program. Poprawny przebieg instalacji zakonczy
sie komunikatem ,Instalacja przebiegta pomysinie”.
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Wiasciwy program wykonawczy uruchamia sie plikiem TransPol.exe zlokali-
zowanym w folderze PROGRAMY.

2) Struktura programu

Program instalacyjny utworzy w katalogu wskazanym przez uzytkownika
nastepujace foldery:

-  PROGRAMY

- POMOC

- OBIEKTY.

Folder OBIEKTY przeznaczony jest do gromadzenia obiektow roboczych,

w ktérych uzytkownik bedzie zapisywat wszystkie pliki Zzrodiowe i wynikowe.
Wszystkie wynikowe pliki przeliczen beda zapisywane do aktywnego w danej chwili
obiektu roboczego. Aktywny obiekt roboczy jest definiowany przez uzytkownika w
oknie gtbwnym programu.
W momencie instalacji domysinie jest zaktadany jeden obiekt roboczy o nazwie
DEMO z jednym plikiem wejSciowym xy65 (wspotrzedne w uktadzie ,,1965” - strefa
1). Na ptycie instalacyjnej programu w katalogu OBIEKTY\DODATKOWE zawarte
sg dodatkowe pliki zawierajgce bardziej urozmaicone dane do przykiadowych
przeliczen miedzy uktadami oraz do interpolacji geoidy i transformacji. Uzytkownik
moze je przekopiowa¢ do katalogu, w ktérym zainstalowano program (np. do ist-
niejacego podkatalogu DEMO). Po przekopiowaniu plikbw nalezy pamieta¢ o zlik-
widowaniu zaznaczenia ich atrybutow - "tylko do odczytu".

W folderze POMOC znajduje sie binarny plik geoida.bin, zawierajacy
dyskretny model geoidy, niezbedny do korzystania z aplikacji obliczajgcej wartoSci
odstepow geoidy od elipsoidy. W programie jest zawarty model ,Geoida niwelacyj-
na 2000”, ktéry pozwala wyznaczy¢ wielkoSci odstepéw od elipsoidy GRS-80
(EUVN, ITRF-96 epoka 1997.4 - Kronsztad 86). Uzytkownik bedzie mogt
wprowadzi¢ do programu aktualny model geoidy poprzez wymiane pliku
geoida.bin zamieszczonego na stronie internetowej Giéwnego Urzedu Geodezji i
Kartografii.

3) Obstugiwane typy uktadéw wspotrzednych

e ,1965”-strefy 1,2,3,4,5
Uwaga: bezposrednie przeliczenia zwigzane z ukladem ,1965” dotycza
wytacznie jego formut matematycznych i nie obejmujg wpasowania w tzw.
uktad empiryczny,

,»,1942” - stanowi aplikacje odwzorowan Gaussa-Krugera w pasach

potudnikowych 3- lub 6-stopniowych:

- pasy 3-stopniowe obejmujg 4 strefy z nastepujgcymi potudnikami $rod-
kowymi: 15, 18, 21, 24,

- pasy 6-stopniowe obejmujg 2 strefy z potudnikami $srodkowymi: 15 i 21,
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,»,1992” - jednostrefowy dla obszaru Polski uktad powstaly jako aplikacja od-
wzorowania Gaussa-Krugera elipsoidy GRS-80 z potudnikiem srodkowym 19
i skalg na tym potudniku m = 0.9993,

,,2000” - czterostrefowy uklad odwzorowawczy elipsoidy GRS-80, utworzony
analogicznie jak uklad ,1942” dla paséw 3-stopniowych, ze skalg na
potudniku Srodkowym m = 0,999923,

blh [GRS-80] - uktad wspétrzednych geodezyjnych na elipsoidzie GRS-80,

blh [Krasowski] - uklad wspoirzednych geodezyjnych na elipsoidzie
Krasowskiego,

UTM - miedzynarodowy uktad wspétrzednych powstaly poprzez aplikacje
odwzorowania Gaussa-Krugera elipsoidy GRS-80 w pasach 6-stopniowych
ze skalg na potudniku $Srodkowym kazdej strefy wynoszacg m = 0.9996,

GUGIK-80 - jednostrefowy dla obszaru Polski ukfad kartograficzny, prze-
znaczony dla map przegladowych w skalach 1:100 000 lub mniejszych, pow-
staly poprzez odwzorowanie quasi-stereograficzne elipsoidy Krasowskiego.

4) Okno gtébwne programu

Bezposrednio po uruchomieniu programu uzyskujemy na ekranie okno gtéwne
podzielone na dwie czesci pozwalajgce wybrac typ danych zrédiowych (wejscio-
wych) i wynikowych (wyj$ciowych).

Pasek Menu zawiera nastepujace rozwijalne listwy:
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Obiekty:

Pokaz pliki - pokazuje wszystkie pliki aktywnego obiektu roboczego,

Dodaj obiekt - dodaje nowy obiekt roboczy do folderu OBIEKTY,

Importuj pliki... - dodaje plik o dowolnej lokalizacji do aktywnego obiektu
roboczego,

Wyjscie - zamyka program;

Edycja:

Edytor tekstowy - otwiera edytor programu pozwalajacy przegladaé
zawarto$¢ plikbw danych oraz tworzy¢ nowe pliki poprzez
wpis danych bezposrednio z klawiatury;

Trans H:
Geoida - uruchamia program do obliczania odstepow geoidy od elipsoidy;

Trans XY:

Konforemna - uruchamia program do ptaskiej, konforemnej transformac;ji
Helmerta;

Pomoc - zawiera opis dziatania programu.



5) Wykonywanie podstawowych operacji

Okno gtéwne programu jest uzupetnione szeregiem przyciskéw funkcyjnych o

odpowiednim znaczeniu:

- okienko edycyjne - do zmiany aktywnego obiektu oraz wpisywania nazw
nowych obiektow,

- przycisk notatnika - otwiera edytor tekstowy wbudowany w program,

- przycisk dodaj - dodaje nowy obiekt po uprzednim wpisaniu jego hazwy w
okienku edycyjnym,

- przycisk zarzadzania plikami - uruchamia okno dialogowe pozwalajgce edy-
towac, zmienia¢ nazwy, importowac oraz usuwac dostepne pliki aktywnego
obiektu,

- przycisk Obliczenia - inicjuje proces przeliczania wspotrzednych.

Program nie zaakceptuje nowego obiektu, jezeli jego nazwa pokryje sie z nazwg
obiektu juz istniejgcego.

Obiekt aktywny jest wybierany w okienku edycyjnym. Z obiektu aktywnego program
pobiera zbiory wejSciowe oraz zapisuje do niego wszystkie zbiory wynikowe.
Proces przeliczenia wspotrzednych rozpoczyna sie poprzez wskazanie odpowied-
niej pary uktadow (wejscie - wyjscie), stosownych opcji (stref i paséw) oraz
zainicjowanie obliczen przyciskiem Obliczenia.

6) Struktura danych zrédtowych

Zbiory wejsciowe dla programu gtdbwnego majg nazwy standardowe pokry-
wajgce sie z nazwami uktadoéw w oknie gtdbwnym programu i w tej postaci sg
rozpoznawane automatycznie przez program obliczeniowy.

Program automatycznie rozpoznaje nastepujace zbiory danych:
Xy65, xy42, xy92, xy2000 - zbiory wspohzednych ptaskich w uktadach
odpowiednio skojarzonych z nazwa,
blh42 - zbior wspotrzednych geodezyjnych na elipsoidzie Krasowskiego,
blh92 - zbiér wspotrzednych geodezyjnych na elipsoidzie GRS-80,
Xyz42, xyz92 - zbiory wspoétrzednych kartezjanskich dla odpowiednich elip-
soid,
utm92 - zbidr wspotrzednych w uktadzie UTM,
GUGIK-80 - zbior wspotrzednych w uktadzie GUGIK-80.

Ogblne zasady budowania zbioréw wejsciowych:

Wszystkie zbiory wejSciowe do programow obliczeniowych sg zbiorami tek-
stowymi (ASCII). Kazdy wiersz (rekord) musi zaczyna¢ sie numerem punktu, po
ktérym powinny by¢ podane odpowiednie wspoétrzedne, rozdzielone przynajmniej
jednym znakiem spacji.

Zbiory wspoirzednych plaskich zawierajg w kazdym rekordzie, obok numeru,
wspoirzedne X, y w metrach.

Zbiory wspotrzednych kartezjanskich trojwymiarowych zawierajg dodatkowo
wspotrzedng z.
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Wspolrzedne geograficzne geodezyjne zapisuje sie, podajgc osobno: stopnie, mi-
nuty i sekundy.

Stopnie i minuty sa liczbami catkowitymi, sekundy - liczbami rzeczywistymi.
Numery punktéw musza by¢ liczbami naturalnymi (nie sg dopuszczalne inne ciagi
znakéw).

Liczby rzeczywiste (wspétrzedne x, y, z, wysokosci H w metrach oraz sekundy)
zapisuje sie z kropkg pozycyjng oddzielajgcg czesc¢ catkowitg liczby od jej czesci
utamkowej. Przed kropka musi by¢ co najmniej jedna cyfra (np. zero).

Przykiad rekordu w zbiorze blh42 lub blh92:

216 52 16 35.192 17 4 36.096 79.651
217 52 28 30.908 21 2 13.340 109.110
301 54 49 40.036 18 19 42.395 36.985

(nr punktu, szerokos$¢ B, dlugos¢ L, wysokosc elipsoidalna h).

Nie ma praktycznie ograniczenia co do wielkosci zbiorow wejsciowych (liczby punk-
tow transformowanych).

Nadmiar informacji w rekordzie nie przeszkadza - jest traktowany jako komentarz.

Uwaga!

1. Przy przeliczaniu wspétrzednych ptaskich (x, y) program przyjmuje automaty-
cznie wysokosc elipsoidalng h=0.

2. Wysokos¢ elipsoidalng punktu mozna uwzglednié, dopisujac ja do odpowiednich
wspohrzednych geodezyjnych BLh92 lub BLh42 - plik ten powinien by¢ posred-
nig droga przejscia do wspotrzednych koncowych. Pliki blh* wymagaja podania
wysokosci h (wysokos¢ h moze by¢ podana jako 0 z zastrzezeniem opisanym na
stronie 16 wytycznych).

3. TRANSPOL v.1.0 nalezy stosowac wytgcznie do przeliczen wspotrzednych punk-
tow potozonych na obszarze kraju, dla stref i paséw odwzorowania zdefinio-
wanych w instrukcji technicznej ,0-1/0-2 Ogélne zasady wykonywania prac
geodezyjnych i kartograficznych”. Programem tym nie nalezy obliczac¢
wspotrzednych poza zdefiniowanymi obszarami dla okreslonych stref i paséw
odwzorowania.

7) Struktura danych wynikowych

- Zbiory wynikowe podstawowego programu realizujgcego przeliczenia wspot-
rzednych otrzymujg analogiczne nazwy jak zbiory zrodiowe, ale z rozszerze-
niem *1 (np. BLh42.1).

- Wszystkie zbiory wynikowe tworzone sg w kodzie ASCII.

- Wynikowe zbiory wspoirzednych ptaskich zawierajg dodatkowo elementarne
znieksztatcenie liniowe (w punkcie odwzorowania) w [cm/km] oraz warto$¢ kon-
wergencji w gradach.

Dodatkowo w zbiorach wynikowych podawana jest krotka informacja tekstowa
identyfikujgca ukfad i strefe.
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Przyktadowy plik wynikowy wspoétrzednych ptaskich ma postac:

14 5587293.60095 3626788.37852 15.043 -12.410692 <1965> strefa: 1
15 5720671.99428 3913044.88820 40.895 -9.292344 <1965> strefa: 1
(nr punktu wsp. X wsp. Y  znieksztalcenie konwergencja  ukiad nr strefy)

8) Transformacja Helmerta oraz interpolacja geoidy

Zbiorem wejSciowym do programu obliczajgcego odstepy geoidy od elip-
soidy jest zbior o nazwie bl - zawierajgcy wspotrzedne elipsoidalne (B, L), nato-
miast zbiorem wynikowym jest zbiér o nazwie odstepy zawierajacy przepisane
wspotrzedne B, L oraz wartosci odstepdédw wyrazone w metrach.

Zbiorami wejsciowymi dla programu transformacji HELMERTA sg zbiory:
xyl - wykaz wspétrzednych pierwotnych,
xy2 - wykaz wspétrzednych wtérnych.
Wyniki transformaciji sa zapisywane w zbiorach:
wyniki - wyniki opisowe zawierajgce wartosci parametrow transformacii,
xy.tr - wykaz wspotrzednych po transformacji HELMERTA,
xysk.tr - wyniki transformaciji po dodatkowej korekcie HAUSBRANDTA.

Zbiory: xyl, xy2 mogg by¢ dowolnie uporzadkowane (program wyszukuje
automatycznie punkty wspadlne).

Zbidr xy2 - oprocz koniecznych punktéw tgcznych moze zawierac inne (obce) punk-
ty, ktére zostang automatycznie pominiete.

Maksymalna liczba punktéw transformowanych moze wynosi¢ 10 000.
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ZALACZNIK 2

PRZYKLAD PROCEDURY OBLICZANIA
DEUGOSCI | AZYMUTOW LINII GEODEZYJNEJ

metoda ,,szerokosci Sredniej” Krugera
(Zapis procedury w j. Fortran. Autor: R. J. Kadaj)

PARAMETRY WEJSCIOWE PROCEDURY:

RA (6378137.0D0O ) I p6tos a ( elipsoidy GRS-80)

RB (6356752.3141 DO) I p6tos b (elipsoidy GRS-80)
XB1,XL1,XB2,XL2 Iwspotrzedne geodezyjne (B,L) dla

pary punktow (1,2) linii geodezyjnej
wyrazone w sekundach stopniowych
PARAMETRY WYNIKOWE:
XM1,XN1,XM2,XN2 - promienie gtowne (M,N) krzywizny w
punktach 1,2w [ m]
AZ12, AZ21 - azymut poczgtkowy i powrotny linii geodezyjnej w [ cc ]

SDS - diugosc linii geodezyjnej w [ m ]

OO0 OO0 OO0 0O0O0O0O0OO0O OO0

SUBROUTINE LIGE2 (RA, RB,XB1 XL1,XB2,XL2,
* XML ,XN1,XM2,XN2,AZ12,AZ21 ,SDS)
C
REAL*8 RA, RB, XC, E2, EE2, XB1, XL1, XB2, XL2,
* XM1, XN1, XM2, XN2, XM, XN, AZ12, Az21, SDS, V, W, Q, QQ,
*V1,VV1, Q1, QQ1, V2, W2, Q2, QQ2, SDS1, AZ, C, S, PK, CK, RO,
* CCF, SSF, TTF, CF, SF, TF, CF1, SF1, TF1, CF2, SF2, TF2, DA,
* C1, C2, C3, XB, XL, DB, DL, DDB, DDL, DX, DY,
* XXB1, XXL1, XXB2, XXL2, RO1

Cl = (RA- RB)/ RA
C2 = (RA + RB) / RA

E2 =Cl *C2 I kwadrat pierwszego mimosrodu
EE2=E2 / (1.0D+0-E2) | kwadrat drugiego mimos$rodu
XC=RA* DSQRT(1.0D+0+EE?2) I parametr pomocniczy

RO1 = 1.0D+0 / 206264.8062481 D+0
XXB1=XB1*R01
XXL1=XL1*RO1
XXB2=XB2*R01
XXL2=XL2*RO1
XB=(XXB1 +XXB2)*0.5D+0
XL=(XXL1 +XXL2)*0.5D+0
CF1=DCOS(XXB1)
CF2=DCOS(XXB2)

QQ1 =EE2*CF1 *CF1
QQ2=EE2*CF2*CF2
VV1=1.0D+0+QQ1
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V1=DSQRT(VV1)
VV2=1,0D+0+QQ2
V2=DSQRT (VV2)
XM1=XC/(VV 1*V1)
XN1=XC/V1

XM2=XC/(VV2*V2)
XN2=XC/V2
CF=DCOS(XB)
CCF=CF*CF
SF=DSIN(XB)
SSF=SF*SF
TF=DTAN(XB)
TTF=TF*TF
QQ=EE2*CCF
VV=1.0D+0+QQ
V=DSQRT(VV)
XN=XC/V
DL=XXL2-XXL1
DDL=DL*DL
DB=XXB2-XXB1
DDB=DB*DB

C1=(1.0D+0+DDL*CCF*(2.0D+0+3.0D+0*TTF+2.0D+0*QQ)/24.0D+0
* +DDB*QQ*(TTF-1.0D+0-QQ-4.0D+0*QQ*TTF)/(8.0D+0*VV*VV))*VV/XN
C2=(1.0D+0+DDL*SSF/24.0D+0-DDB*(1.0D+0+QQ-9.0D+0*QQ*TTF)/

* (24.0D+0*VV*VV))/(XN*CF)

C3=DL*SF*(1.0D+0+DDL*CCF*VV/12.0D+0
* +DDB*(3.0D+0+8.0D+0*QQ+5.0D+0*QQ*QQ))

DX=DB/C1
DY=DL/C2

c— DA- przyrost azymutu na tuku ortodromy—

DA=C3*636619.772368D+0

c— SDS- dlugos$¢ linii geodezyjnej

SDS=DSQRT (DX*DX+DY*DY)
SDS1=1.0D+0 / SDS
DX=DX*SDS1

DY=DY*SDS1

c— obliczenie $redniego azymutu w [ cc ]

RO=636619.772368D+0
PK=2000000.0D+0
CK=4000000.0D+0
S=DABS(DY)
C=DABS(DX)

IF(S.LE.C) THEN
AZ=DASIN(S)*RO
ELSE
AZ=DACOS(C)*RO
END IF
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IF(DX.GT..0.AND.DY.GE..O) GOTO 10

IF(DX.GE..0.AND.DY.LT..0)AZ=CK-AZ

IF(DY.GT..0.AND.DX.LE..0)AZ=PK-AZ

IF(DX.LT..0.AND.DY.LE..0)AZ=PK+AZ
Cuvenns obliczenie azymutéw linii geodezyjnej —
10 AZ12=AZ-DA*0.5D+0

IF(AZ12.LT.0.0) AZ12=AZ12+CK

AZ21 =AZ+DA*0.5D+0+PK

IF(AZ21.GE.CK) AZ21=AZ21-CK

RETURN

END
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ZALACZNIK 3

WSPOLRZEDNE PUNKTOW EUREF-POL
W UKt ADACH ELIPSOIDALNYCH

GRS-80 | KRASOWSKIEGO 42
(przeliczenia zgodne z podanymi algorytmami)

WSPOLRZEDNE KARTEZJANSKIE XYZ (GRS-80)

NR

216
217
301
302
303
304
306
307
308
309
310

X
3738397.180
3633815.667

Y
1148285.751
1397453.930

3495579.623  1157845.533
3524523.267  1329693.458
3475730.662 1453976.538
3635006.809 1051224.494

3664940.623
3846614.367
3803542.932
3717652.591
3866100.293

1409153.720
1106083.899
1352681.133
1622948.940
1479953.023

WSPOLRZEDNE BLH (GRS-80)

NR

216
217
301
302
303
304
306
307
308
309
310

V4
5021752.207
5035280.798
5190403.614
5129846.189
5129448.807
5117503.217
5009571.367
4949572.478
4921845.791
4905872.913
4836446.401

B
52 16 33.997025 17 4
52 28 29.960670 21 2
54 49 39.015888 18 19
53 53 32.630732 20 40
53 53 9.788738 22 42
53 42 14.423534 16 7
52 5 50.179784 21 1
51 13 37.979200 16 2
50 49 47.448621 19 34
50 36 10.522869 23 35
49 37 43.040999 20 56

L
29.492367
6.758022
35.360038
11.775370
2.369100
46.509189
53.524053
32.823288
38.192108
1.590543
49.102801

WSPOLRZEDNE XYZ (KRASOWSKI)

NR

216
217
301
302
303
304

H
116.8626
139.9061

70.8066
187.0488
210.3676
238.9346
141.6533
203.8567
303.6121
318.0162
408.3730

X
3738372.8757
3633792.2973
3495555.1969
3524499.5525
3475707.4146
3634982.0454

Y
1148409.2702
1397578.0629
1157969.7600
1329817.8164
1454101.2011
1051348.1879

Z
5021833.7548
5035362.8172
5190485.3824
5129928.1979
5129531.0442
5117584.7030
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306 3664917.3207 1409277.7801 5009653.3770
307 3846589.9626 1106207.0657 4949653.8640
308 3803519.4928 1352804.7314 4921927.5935
309 3717630.1808 1623073.1446 4905955.1941
310 3866077.4050 1480076.6210 4836528.3370

WSPOLRZEDNE PRZELICZONE BLH (KRASOWSKI)

NR B . L H

216 52 16 35.192872 17 4 36.096306 79.6513
217 52 28 30.908658 21 2 13.340690 109.1104
301 54 49 40.036957 18 19 42.395795 36.9859
302 53 53 33.543111 20 40 18.604682 156.3358
303 53 53 10.576291 22 42 9.156463 182.7560
304 53 42 15.624389 16 7 53.361357 201.1162
306 52 5 51.143432 21 2 .046216 110.6732
307 51 13 39.275798 16 2 39.270942 164.2953
308 50 49 48.549787 19 34 44.543508 269.6193
309 50 36 11.397794 23 35 7.834513 290.4927
310 49 37 44.109753 20 56 55.261894 376.0065

WSPOLRZEDNE GEODEZYJNE ARCHIWALNE
KRASOWSKIEGO

NA ELIPSOIDZIE

NR B L H

216 52 16 35.19055 17 4 36.09028 79.652
217 52 28 30.90146 21 2 13.35614 109.111
301 54 49 40.05343 18 19 42.40150 36.987
302 53 53 33.54275 20 40 18.60770 156.337
303 53 53 10.58159 22 42 9.15425 182.757
304 53 42 15.61435 16 7 53.36114 201.117
306 52 5 51.13515 21 2 .06639 110.674
307 51 13 39.27807 16 2 39.26189 164.296
308 50 49 48.56502 19 34 44.55778 269.620
309 50 36 11.38821 23 35 7.84110 290.493
310 49 37 44.11058 20 56 5.26015 376.007

100



WSPOLRZEDNE EUREF-POL

ZALACZNIK 4

W STREFACH UKtADU ,,1965” ORAZ W UKLADZIE ,,1992”

UKLAD ,,1965” [wspoétrzedne matematyczne bez zastosowania korekt do uktadu
empirycznego; wspoétrzedne geodezyjne wszystkich punktéw w

zatgczniku 3]

Strefa 1
Nr X
217 5672837.97483
306 5630807.85778
308 5490894.54048
309 5467560.69331
310 5356230.71354
Strefa 2
217 5747501.67105
302 5905432.91449
303 5905068.15401
306 5705480.82130
Strefa 3
216 5853585.28410
301 6138291.62085
302 6039628.68322
304 6012822.17515
Strefa 4
216 5694449.26248
304 5853405.68459
307 5577881.40021
308 5537538.42115
Strefa 5
308 933377.66307
UKLAD ,1992"
Nr X
216 491755.55115
217 514071.92846
301 773980.96710
302 671049.49479
303 675398.26615
304 652629.45871
306 472071.33638
307 377544.99745

Y
4633854.14035
4633574.51134
4531040.97027
4814086.25876
4627273.15774

4571359.11311
4548377.78747
4681877.37593
4570834.54630

3505665.61000
3585831.49919
3741734.22729
3443105.22912

3730602.45375
3667285.80146
3659140.99606
3907733.18569

280730.85680

Y
368698.28523
638185.76320
456745.16927
609708.07352
743113.84602
310593.99113
639114.56823
293566.91895

0 [cm/km]
6.014
-3.521
-12.758
-.750
-12.410

-17.286
-12.105
-10.163
-13.166

-7.015
-3.686
16.557
-17.827

-16.741
12.240
-17.339
10.645

.647

0 [cm/km]
-48.830
-46.553
-67.704
-55.226
2.555
-25.961
-46.235
-17.657

r[9]
-.0402890
-.0433867

-1.2939672
2.1489253
-.1148254

-.4118638
-. 7416982
1.0708711
-.4140947

.0606087
1.1898295
3.2825852

-. 7846329

.3540199
- 4779278
-.5456903

2.5191692

.5346967

r[9]

-1.6921578
1.7937265
-.6117233
1.4992175
3.3233531
-2.5712775
1.7813862
-2.5629110
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308 329372.28029 540642.83309 -67.971 4972807
309 314019.19370 824214.64017 59.144 3.9391725
310 197510.50700 640559.23111  -45.725 1.6484070
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ZALACZNIK 5

WSPOLRZEDNE EUREF-POL
W STREFACH UKtADU ,,2000°

LO=15°

Nr X Y o [cm/km] y [9]
304  5953105.55795 5574590.75485 -.875 1.0116151
307  5677442.94465 5572813.17213 -1.192 .9030747
Lo = 18°

216  5794023.40284 6436860.34547 -2.808 -.8130904
301 6077608.62607 6520981.25767 -7.160 .2965334
308 5633908.84849 6611114.17815 7.456 1.3588271
LO = 21°

217  5815749.20340 7502392.32989 -7.693 .0310278
302  5973529.93109 7478301.83173 -7.122 -.2962914
303  5974113.99672 7611812.69471 7.636 1.5266797
306 5773722.71413 7502160.86044 -7.694 0276471
308 5633687.82488 7399772.99819 4.631 -1.2256577
310 5499118.28574 7496169.27901 -7.682 -.0448881
LO = 24°

303 5973555.87010 8414570.93710 1.253 -1.1663685
309 5607563.99767 8470535.62325 -6.634 -:3573852



